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  المنطق الرياضي   1

  مدخل 1.1

الهندسية العجيبة، متبوعة ببراهين فــي غالــب الأحيــان  تو البناءاير كثير من الحسابات المعقدة أثالرياضيات ت،  بالنسبة للكثير من المتعلمين
  تكون معقدة وغير مفهومة. كما يعتقد الكثير بأن الرياضيات هي علم يتميز بمعالجة الحالات البحتة المجردة فقط .

  جدر أن نميز في كل نظرية رياضية بين أمريني
 (Contenu).ياء التي تهتم بها النظريةالأش: أي المحتوى  )أ

 (Forme)هو كل ما يتعلق ببنية البراهين. و: الشكل  )ب
  :يجب أن نلاحظ ما يلي

مختلفة وهو ما يؤدي بنا إلى اعتبار شروط الصحة من عدمها في كــل بنــاء   حالاتفي    إن أهم شيء هو بنية البراهين، لأنها تطبق  )1
 .)Logique formelle(.شكلي(براهين) وهو هدف المنطق ال يرياض

نعبر عن شروط الصحة من عدمها في البراهين ولكــي نــربط بــين العــالم الإنســاني والفيزيــائي المحــيط بنــا وبــين النظريــات ي  لك  )2
ة الرياضية المبنية، فإن اللغة العادية التي نستعملها وبســبب غموضــها وعــدم دقتهــا لــن تكــون مناســبة، لهــذا وجــب إيجــاد وســيلة أخرى:لغ ــ

  موز.رجمة الكلام العادي إلى هذه الرموسعة، بعدها سنكون ملزمين بت
  الهدف من هذا الفصل مزدوج:

  ختراع لغة شكلية.إ  )1
  ترميز قواعد البراهين المنطقية. )2

مســلمات و  طريقــة الاســتعمال ،مفــاهيم أوليــة (تعــاريف)  لابــد مــن بدايــة،نشير إلى أنه كما في جميع العلوم لا يمكننا اختراع مــن لاشــيء ف
  .النظرية

  قضية

  ملة يمكننا وصفها بالصحيحة وإما بالخاطئةهي كل جالقضية 
  مثال

1(  30=1x1  .جملة خاطئة إذن هي قضية  
2(  15=1x15  .جملة صحيحة إذن هي قضية  
  لكن لا نستطيع وصفها بالصحيحة أو الخاطئة إذن ليست قضية. ،هي جملة 1+100=2000  )3

  جدول الحقيقة 1.2

  .0الرمزوإذا كانت خاطئة نرمز لها ب 1) صحيحة نرمز لها بالرمز Pة (إذا كانت القضي
  و جدول الحقيقة جدول الأعداد

P 1  0  
P V F 

  نفي قضية منطقية 1.3
  تعريف

  ) المعرفة كما يليP) القضية (Pالقضية ( نفينسمي  
  ) صحيحة.P) خاطئة تكون (Pذا كانت (إ و ) خاطئةP) صحيحة تكون (Pإذا كانت (

 مثال

6  =3 x 2 هو ( نفيهاصحيحة  ضيةقP(  3 x 2  6 خاطئة. ضيةق  
  الروابط المنطقية 1.4

  "Connecteur"الوصل  

 يمكن الرمز لها بالرمز ممطر وإنه بارد" "إن الجو بارد" إن الجملة "الجو) للعبارة Q) للعبارة "الجو ممطر" و نرمز للعبارة (Pنرمز بـ (
P Q.  
  تعريف

ــيتين  ــل قض ــي القضــية  Qو  Pوص ــا القضــيتين  Qو  Pه ــت كلت ــون صــحيحة إلا إذا كان ــي لا تك ــا نرمــز  Qو  Pوالت ــحيحتين مع ص
Pبالرمز Q.  
  "  Disjoncteur  "الفصل

  ب في نزهة".للجملة "أذه Qبالرمز  المكتبة" و للعبارة "أذهب إلى Pرمز بالرمز ن
P "أذهب إلى المكتبة أو أذهب في نزهة" تكتب إن الجملة Q.  
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  تعريف

  التي لا تكون خاطئة إلا إذا كانت كلتا  و Pأو  Qبالقضية  Qو  Pنعرف فصل قضيتين 
Pعا نرمز بالرمزم  خاطئتين  Qو  Pالقضيتين  Q.  

)P  (رئيس للجزائر بومدين.  
)Qبومدين حي (.  

P Q V  قضية صحيحة لأنP صحيحة  
  مثال

  نرمز للجملة
  " إما أذهب إلى المكتبة إما أذهب في نزهة " 

 Q إما ،P :إمابالرمز
  ملاحظة

  .exaustif)( أو inclusif)( فصل متضامن وexclusif) ( فصل مانع من الفصل فصلين
و  ا كانت قضية واحدة صحيحة على الأقل والفصل المانع لا يكــون صــحيحا إلا إذا كانــت قضــية واحــدةإذون صحيحا  الفصل المتضامن يك
  واحدة فقط صحيحة.

  الاستلزام 1.5

  "سأزورك في البيت إن لم أكن منشغلا" 
)Q.سأزورك في البيت (  
)P:إن لم أكن منشغلا (  

  .)Q)، إذن (Pإذا (
  يفتعر

القضية ) قضيتين نسمي  Q) و (Pلتكن ( P Q استلزاما وندل عليه بالرمز  

 Q P  
  ملاحظة

  .خاطئة Qصحيحة والقضية  Pإلا إذا كانت القضية  طئالا يكون الاستلزام خا
  مثال

)P(  3=2+1  ،) (Q1+3-  =2-  
P  Q  وP  Q قضية صحيحة.  
)P(  23 +2=25) ،Q(  23 +1=14  
)23+1=14  ( )2+23=25(   خاطئةقضية.  

  عكس الإلتزام
 ) QP(تسمى عكس القضية  )P Q(القضية 

  لإستلزاملالعكس النقيض  

Q P  تسمى العكس النقيض للاستلزامQ  P   
  التكافؤ المنطقي 1.6

P ونرمز بالرمز Qو  Pتسمى التكافؤ المنطق للقضيتين    )QP( )PQ( القضية Q  
  ملاحظة 

  .أو خاطئتين معان صحيحتين معا  التكافؤ لا يكون صحيحا إلا إذا كانت القضيتي  )1

2(   )Q   P ( Q P  
  واصخ

1(  P  =P  

2(  P  P  P  

3(  PPV P   

4(  P  Q   =Q   P  
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5(  P V Q   =PVQ  

6(  )L  Q(= P V (PQ) L  

7(  (PVQ)VL=PV(QVL) 

8(   P (QVL)=(PQ)V(PL)  

9(   P (QL)=(PVQ)  (PVL) 

  )De Morgan) Loi de قضية

  لدينا  قضيتين  Qو  Pلتكن 

P Q  PV Q ,PVQ P Q  
  برهان

  أستعمل جدول الحقيقة.

  المكممات 1.7
  لمفتوحةالجمل ا
  تعريف

  والتي  "xكل جملة تحتوي على المتغير " Eة معرفة على مجموع نسمي جملة مفتوحة
  .Eبأي عنصر من  xتصبح قضية إذا استبدل 

 مثال

1)(  P(x):x<2  
2)(  1=0-2x :P(x)  
3)(  2x.y=1+x:P(x,y) 

  ل مفتوحة ذات أكثر من متغيرين.. كما يمكننا أن نعرف جمyو  xالمثال الثالث هو عبارة عن جملة مفتوحة ذات متغير  
  ملاحظة

  كل الخواص المتعلقة بالقضايا تبقى صحيحة بالنسبة للجمل المفتوحة.
  المكممات

  .Eجملة مفتوحة معرفة على   p(x)لتكن 
  (Quantificateur universel) (الشمولي) المكمم الكلي

  ترميزا.نكتب اختصارا و Eمن  xإذا كانت الجملة المفتوحة صحيحة من أجل كل 
: ( )x E p x  

  صحيحة.  p(x)فإن  Eمن  xمهما كان العنصر   وهي تعني
  صحيحة. p(x)فإن  Eمن أجل كل عنصر من  أو

 يسمى المكمم الشمولي. الرمز
  )Quantificateur existentiel(  المكمم الوجودي

)  صحيحة فإننا نرمز ونكتب  p(x)أو أكثر بحيث تكون   Eمن  xإذا وجد عنصر واحد  ) : ( )x E p x  

  .نرمز له بالرمز. صحيحة  p(x)بحيث  Eمن  xونقرأ يوجد على الأقل عنصر 

  ملاحظة مهمة

 إن الجمل من الشكل : ( )x E p x   و : ( )x E p x   

P Q  Q P P Q PVQ P Q Q P  Q P 

1  1  1 1 1 0 0 1 1 

0 1 0 1 0 1 0 0 1 

0 0 1 1 0 0 1 1 0 

1  1 1 0  0 1 1 0 0 
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  ا أو خطئها.هي قضايا لأنه يمكننا التأكد من صحته
  أمثلة

1( 2: 1 1x R x    ق.ص 
2( , 0x y R x y    ق.ص  

3( 2: 1 0x R x    ق.ص 
4( 2: 1x R x    ق.خ  
5( : 1 0x R x    ق.خ  

  ملاحظة

  تستعمل المكممات في بداية الجملة.
,ترتيب المكممتين    وهو يحدد كثير من الخصائص.مهم ، 

  المث

2, :x R y N x y     .صحيح  
2, :y N x R x y     .خطأ  
  قضية

: نفي القضية ( )x E p x  يه : ( )x E p x   

: نفي القضية ( )x E p x  يه : ( )x E p x   
  )تمرين( برهان

  نيهاأنماط البر 1.8

  تاجالإستن

  تعريف

  لتالية:القاعدة ا يعتمد على إستدلالهو 

 ( )si P est Vraie p Q est vraie Q vraie      

  لبرهان بالخلفا

  خاطئة ونبين أن هذا يؤدي إلى تناقض. p، نفرض أن P لكي نبرهن على صحة 

  البرهان باستعمال العكس النقيض

)نعلم أن القضيتين  )p Q  و( )Q P ئان.إذن البرهان على متكافp Q  يعود إلى البرهان علىQ P.  

  البرهان بمثال مضاد
  تعريف

:لكي نبرهن على خطأ القضية  ( )x E p x   0يكفي أن نجد عنصرx  منE  بحيثp(x) .غير صحيح  
  البرهان بفصل الحالات

  تعريف

)من صحة القضية   ) ( )P Q P Q    القضية نستنتج صحةQ.  
  البرهان بالتدريج

  تعريف

)0للبرهان على صحة القضية   ) ( ) : ( )n IN n n p x    

  نتبع الخطوات التالية
(a   نثبت صحة القضية)0p(n 
(b : نفرض صحة القضية 0 : ( )n k n p k   

(c   نثبت صحةp(n+1)  
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  المجموعات 2
  مقدمة 2.1

  هي المجموعة ؟ ما
  شهيرة ة تعريف المجموعة هي العبارة العا، ستكون الفكرة الأولى لمحاولطب

  ."يعة"جمع أشياء من نفس الطب
  :ملاحظات عديدة تفرض نفسها

  .تبديل كلمة "مجموعة" بكلمة جمع تبدو كدعابة أو فكاهة  *
  .ظهور كلمة "أشياء" تحتاج هي بدورها إلى من يعرفها  *
  .سليم إلا أن يتمردللعقل ال فلم يبقى )Limpide(ذاتها شفافة عبارة من نفس الطبيعة هي بحد   *

  لم تعتبرهم من نفس الطبيعة ؟  فلا يمكن تكوين مجموعة من القمر وقطعة خيار مخلل ما
  " جمع أشياء لها نفس الخواص":خيار أخر لشبه تعريف للمجموعة

ســيكون هــذا تملــص دقيق إضــافي د لكن دون ت. جير قابلة للتعريففكرة أخرى وهي القول بأن مفهوم المجموعة هي مفهوم بدائي بمعنى غي
  .البعض يقول "المجموعة هي أي شيء وكل شيء" )Dérobade(ومراوغة 

  ؟إذن ما العمل
  يجب أن نبين مالا يمكن أن يكون مجموعة ومنه يمكن التصور بأنه غير مقنع القول  :أولا

  "مجموعة الأذكياء"
  .مكانياء في كل غببالرغم من وجود الألأن كل واحد سيظن نفسه منهم  

  ...وضعية محرجة
  "مجموعة الصلع"

  رة...) شعمتى يكون أحدنا أصلع (كم من 
  "أمواج البحر" هل يمكن أن تكون مجموعة ؟

صــل الف فــية الموجــودة بــين مفهــوم المجموعــة ومنطــق القضــايا المــذكور تينلعلاقة المنبين اهذا الفصل مفهوم المجموعة ونس  فيسنوضح  
  .الأول

  كيف نعرف مجموعة ؟ 
  .نه لا يمكن اعتبار "جمع الأشياء" مجموعة فأننا سنذكر الاتفاقين المتعلقين بالمجموعاتلأ

  الإتفاق الأول 
  "Ensemble définis en extension"فة بالتوسع رمجموعة مع 2.2

  :بعبارة أخرى ،ةاء المجموعة تدعى عناصر المجموعأشي.سنقبل بأنه عندنا مجموعة عندما يكون ممكننا عد (إحصاء) كل أشياء المجموعة
  .نقول عندها بأننا شكلنا مجموعة معرفة بالتوسع ،(مستفذة) (دون تكرار) للعناصرتفيظة  إذا كان يمكن تشكيل قائمة مس

  مثال

  .A= {a,b,d,e,f}بالرمز  نرمز، ,a,b,d,e,fالمجموعة ذات الحروف   )1
   488,255,100,90,21,11,0اد دالمجموعة ذات الأع  )2

 B= {0,11,21,90,100,255,488}نرمز بالرمز 
  :الرمز +، وكلمة جامعة 6,5الأعداد  b, aالحروف  المجموعة ذات  )3
  ,+,C={a,b,5,6جامعة {

  الإنتماء

aنكتب  و " نرمز لانتماء عنصر إلى مجموعة بالرمز " A  ونقرأa  ينتمي إلى A.  
  الإتفاق الثاني

 )En compréhension(  ة بالسياقمجموعة معرف  2.3

فإن تعريف مجموعة بالتوسع غيــر كــاف لاحتــواء   لحقيقية أو ما شابههما، وبالتاليعداد ايستحيل أن نشكل قائمة بكل الأعداد الطبيعية أو الأ
  .غير محببة مطلقا  علميا تكون، كل المجموعات، أكثر من ذلك حتى عندما تكون فيه إمكانية نظريا

  .مجموعةهذه   فهم من السياق شكل ومضمونيصعب كتابتها لكن ، 1010ة إلى داد الطبيعيكتب كل الأعأ
 xالعناصــر    مجموعــة  إيجــاد  مثــل  هلأن ــ  عموما  هذا غير صحيحو  كل الأشياء التي تجعل خاصية معينة صحيحة تشكل مجموعة    بعبارة أعم
  .صحيحة x²+1=0التي تجعل 
تجنب مثل هذه العوارض، نفرض وجود مجموعة أكبر تــدعى نحتى  .حقيقيا فلا توجد مجموعة  xمركبا فلا حل، ومنه فإن كان    xإن لم يكن  

و   صــحيحة  p  مجموعــة العناصــر التــي تجعــل مــن قضــية:تحدد مجموعتين  pبحيث كل قضية    )الكلية، الشاملة أو المرجع(المجموعة الأم،

  صحيحة) p( .خاطئة قضية pمجموعة العناصر التي تجعل من 
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 (مجموعــة جزئيــة)  Uهــي جــزء مــن Aنقول إن  صحيحة،قضية  pالمجموعة التي تجعل من  A تللمجموعة الأم وإذا كان U بـ إذا رمزنا
  بالرمز  معرفة بالسياق، نرمز  Aونقول أيضا بأن   , ,A x x U p    و نقرأA  هي مجموعة العناصرx  منU  و التــي تجعــلp  قضــية

  صحيحة.
  .Aيدعى بالعنصر المولد لـ  xز الرم
  التمثيل البياني للمجموعات 2.4

  

  

  

  

  

 Carrolمخطط       Euler Vennمخطط  
  ملاحظات

  السياق). يمكن الانتقال من تعريف مجموعة إلى آخر (بالتوسع   )1
 كل مجموعة مشكلة من عنصرين تدعى زوج.  )2
 .)Singletonدعى مفردة (كل مجموعة مشكلة من عنصر واحد ت  )3
4(  .   ,a a a a   

  تعريف 

  قبل المسلمة التاليةن
  .الخالية ولا تحتوي على أي عنصر توجد مجموعة وحيدة، تسمى المجموعة

   أو  } {نرمز بالرمز 
  مثال

  من الأعداد الزوجية 21قواسم 
 زائريين.يات من الجفي الرياض  Fieldلين على جائزة المتحص

  خاصة التدريج

  هناك حالة خاصة في تعريف مجموعة بالسياق وهي حالة تعريف مجموعة بعلاقة تدريجية 
  مثال

1(    

  عنصر ( قطعة) 20معرفة جيد هناك  

2(   1 1, 2, 3n nu u a u a     متتالية حسابية  

 2,5,8,11,......U   

3(  1 1

1
, 1,

2n nu au u a
    
 

 .ةمتتالية هندسي 

  تساوي المجموعات 2.5
  تعريف

  .Eعنصرا من  Fعنصرا من  و كل Fعنصرا من  E عندما يكون كل عنصر من E = Fمجموعتين، نكتب  Fو   Eليكن
E= F  تقرأF   تساويE.  

  الاحتواء 2.6
  تعريف

Fمجموعتين نكتب    Fو  Eليكن  E  عندما يكون كل عنصر منE  عنصرا منF  ونقرأE محتواه في F.  
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  تقاطع مجموعات 2.7

A.نرمز بــالرمز Bو لـ  Aهي المجموعة المكونة من العناصر المنتمية في نفس الوقت لـ   Bو    Aتقاطع مجموعتين   B  ونقــرأA  تقــاطع
B.  

  إتحاد المجموعات  2.8
  تعريف

. نرمــز بــالرمز Bأو   Aإحــدى المجمــوعتين عناصــر التــي تنتمــي علــى الأقــل إلــىهي المجموعــة المكونــة مــن ال Bو  Aإتحاد مجموعتين 
A B  ونقرأA   إتحادB.  
  خواص

1( A A     2( A
UA C U   

3( A A A     4( A U A   
5( A B B A    6(    A B C A B C      

7( A       8( A B B A    
9( A U A   10(  10 (( ) ( ) ( )A B C A B A C       

11(   ( )A B C A B C      

12( ( ) ( ) ( )A B C A B A C       
  خواص الإحتواء

1( A A    2( A B A   
3( A A B      4( ( )A B B C A C      
5( ( )C A C B C A B       
6( ( )A C B C A B C       

7( B A
U UA B C C    

  المجموعتان المنفصلتان 2.9
  تعريف

Aبأنهما منفصلتان إذا حققت  Bو  Aنقول عن  B    
  قانون دو مورقان

  لدينا U مجموعتان من المجموعة المرجع  B و Aلتكن 
1(  A B A B

U U UC C C    

2(  A B A B
U U UC C C    

  تجزئة مجموعة 2.10

مجموعة، نقول عن العائلة  Uلتكن   1,i i n
E


  :إذا وفقط إذا تحقق Uبأنها تشكل تجزئة لـ  Uمن المجموعات الجزئية من  

1(  ( )iE يست مجموعة خالية مهما كان لi من  1,...., n  

2(  
1

n

i
i
U E U


   

3(   ; , 1,.....,i j jE E i j i n      

  فرق مجموعتين 2.11
  تعريف

والتــي لا تنتمــي إلــى  Bالمجموعــة المشــكلة مــن العناصــر المنتميــة لـــ   Aو    Bمجموعتين تسمى المجموعــة فــرق المجموعــة    Bو    Aلتكن  
A. ;B A x x B x A      

  جموعتينالفرق التناظري لم 2.12
  تعريف

  بالمجموعة المشكلة من  Bو   Aمجموعتين نعرف الفرق التناظري بين   Bو  Aلتكن 
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ــى  ــة إلــ ــر المنتميــ ــى  Bالعناصــ ــة إلــ ــر المنتميــ ــى  Aو غيــ ــة إلــ ــر المنتميــ ــذلك العناصــ ــى  Aوكــ ــة إلــ ــر المنتميــ ــز  Bوغيــ نرمــ

         A B x A x B x B x A          

  .Bدلتا   Aونقرأ  
  جموعة أجزاء مجموعةم 2.13

  مسلمة

  تشكل مجموعة جديدة، تسمى مجموعة أجزاء  Eفإن أجزاء  Eلمجموعة تكن امهما  

و يرمز لها بالرمز: Eالمجموعة   P E  

إذن   P E  معرفة بالاتفاق كما يلي   ;P E X X E   

 بعبارة أخرى X E X P E    
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  العلاقات 3
  تعريف الثنائية 3.1

نسمي ثنائية و نرمز بالرمز  Eمن المجموعة   yو  xلدينا عنصرين  كنلي ,x y :العنصر الرياضي الجديد حيث   , ,x y x y   

  المعرف بـ
x x

y y


 

  

X    يدعي بالمركبــة الأولــى وy   بالمركبــة الثانيــة أوX  لمبــدأ بايــدعيOrigine)(  وy  بــالطرفtrémité)(Ex 1 و لــدينا 2;x pru y pr u  

)حيث   ; )u x y )ipr .(يرمز للإسقاط  
  الجداء الديكارتي 3.2

نرمــز للجــداء   .Fو الطرف عنصر من    Eهي مجموعة كل الثنائيات حيث المبدأ عنصر من    F  مع مجموعة  Eالجداء الديكارتي لمجموعة  
  نكتب . Fجداء Eو نقرأ   ExFرتي بالرمز الديكا ( , ); ,ExF u x y x E y F     

  العلاقة من مجموعة نحو أخرى 3.3

  .Bفي  Aتسمى علاقة من المجموعة  AxBمعرفة على  Rمجموعتين ،كل جملة مفتوحة   Bو  Aلتكن 
  ملاحظة و تسمية

إذا كانت  ,x y  منAxB    حيث( , )R x y نقول إن  يحة.صحy   يرتبط بالعنصرx  وفق العلاقةR  ن أأو ,x y  يحقق العلاقةR.  

  تمثيل بيان علاقة 3.4

  هناك عدة أشكال لتمثيل بيان و نكتفي بذكر أشهر أربع تمثيلات:
  -الكارتيزي-المخطط الديكارتي 3.4.1

للنقطــة .)Ordonnéeترتيبــة (الو  )(Absciseالتــوالي الإحداثيــة العنصر الأول و العنصر الثاني من كــل زوج (ثنائيــة مرتبــة) هــي علــى 
  الممثلة.

 
  

  المخطط الثنوي 3.4.2

ممثلة بنقــاط حيــث نــربط بقطــع مســتقيمة بــين المبــدأ و الطــرف. و هــي تــدعى بــالمخطط الثنــوي   F  و المجموعة  Eكل عناصر المجموعة  
 المستقيمات انعكس. للمخطط الديكارتي لأن دور النقاط و

  

  

  

  

  

  

  مدخلينذي    جدول 3.4.3

  نكتب عناصر مجموعة البدأ عموديا و عناصر مجموعة الوصول أفقيا أو العكس و نؤشر المربعات المرفقة لعناصر البيان.
  

A 
B 
C 
0 
1 
2 

0 
4 
5 
9 
 

E F 
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2  1  0  C  B  A   
    x    x    0  
  x      x  x  4  
  x          5  
          x  9  

  )Sagittal(مخطط سهي الشكل  3.4.4

  ها بسهم.ين مبدأ الثنائية المرتبة و طرفول على شكل سحابة نقاط و نربط بنمثل مجموعة البدأ و الوص
  

  

  

  

  

  العلاقة العكسية 3.5
  تعريف

  .B نحو المجموعة A علاقة من المجموعة Rلتكن 
)1بالعلاقة: Rنعرف العلاقة العكسية لـ  ), ( ) : ( , ) ( , )x A y B R y x R x y      

  مثال
( ), ( ) : ( , ) 1x IN y IN R x y x y        

)1إذن ), ( ) : ( , ) 1x IN y IN R y x y x        

 
 
( , ) / ( , )

( 1, );

RG x y INxIN R x y

y y y IN

 

  
  

 
 
( , ) / ( , )

( , 1);

RG x y INxIN R x y

x x x IN

 

  
  

  ملاحظة

  .Rهو نظير بيان العلاقة  R-1 بيان العلاقة
نرمز للثنائية  ,x y  المحققة للعلاقةR بالرمز xRy.  

  العلاقة في مجموعة 3.6
  تعريف

  .Eتسمى علاقة في  Eنحو المجموعة  Eكل علاقة من المجموعة 
  الدالة 3.7

  تعريف

  ترفق بكل  F نحو E ، كل علاقة منF جموعةنحو الم E سمي دالة من المجموعةن
  ..F عنصرا واحدا على الأكثر من E عنصر من

  مثال

1(  1( ), ( ) : ( , )
1

x
x IN y IN R x y y

x
     


  

2(  2
2( ), ( ) : ( , )x IN y IN R x y x y       

1R  2دالة، لكنR  في نفس الوقت.  1-  و 1 علاقة مع العنصرين 1ليست دالة لأن مثلا للعنصر  
  زترمي

  دوال بالشكللنرمز ل
: ; ff E F E F   أي( ( , ) ( )R x y y f x   

  مثال

A 
B 
C 
0 
1 
2 

0 
4 
5 
9 
 

E F 
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2( ), ( ) : ( , ) 5 1x IN y IN R x y x y        

2

:

1
(1 )

5

f E F

x x




  

  تعريف

:

( )

f E F

x y f x




  

y  تسمى صورةx  بواسطة الدالةf 
  لةمقصور دا 3.8

 تعريف

  .Fنحو  Eدالة من  fو لتكن   Eمجموعة جزئية من  Eلتكن 
  إن:

:

( ) ( )

g E F

x g x f x




  

  .Eعلى المجموعة  fتسمى إقتصار الدالة 
g/نرمز بالرمز  f E  

  تمديد دالة 3.9

  .Fنحو  Eدالة من fو لتكن   Eمجموعة جزئية من  Eلتكن 
  إن

:

( )

f E F

x f x




  

  تحقق  h، كل دالة Eعلى المجموعة  fالدالة تسمى امتداد 
:

( )

h E F

x h x




  

:  و بحيث ( ) ( )x E h x f x    
  مجموعة تعريف دالة 3.10

  لتكن لدينا دالة
:

( )

f E F

x y f x




  

  المجموعة الجزئية.معنى على هذه  fبحيث لـ  Eالمجموعة الجزئية من  fنسمي مجموعة تعريف الدالة 
نرمز بالرمز  ; / ( )fD x x E f x existe   

  تساوي دالتين 3.11
  لتكن لدينا دالتان:

:

( )

f E F

x y f x




    
:

( )

g E F

x y g x




  

: بدأ و نفس مجموعة الوصول و حققتاإذا كانت لهما نفس مجموعة ال gو  fتتساوى دالتان  ( ) ( )x E g x f x    
  جموعة بواسطة دالةالصورة المباشرة لم 3.12

  تعريف
f:لتكن  E F  دالة و لتكنA E.  

إن المجموعة  ( ) /f x x A F   تسمى الصورة المباشرة للمجموعةA  و نرمز لها  

  .f(A)بالرمز 
  مثال
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2

:f IR IR

x x




  

 هي IRالصورة المباشرة لـ  2 /x x IR IR   

  اسطة دالةالصورة العكسية لمجموعة بو 3.13

f:لتكن  E F  دالة و لتكنB F.  

إن المجموعة  / ( )x f x B E   تسمى الصورة العكسية للمجموعةB 1و نرمز لها بالرمز( )f B.  

  مثال

2

:f IR IR

x x




  

   1 1,4,9 1, 2, 3,1,2,3f       
1f   لا تعنى أنf متقابل. 

  التطبيق 3.14

  ..F عنصرا واحدا و واحدا فقط من E ترفق بكل عنصر من F نحو E ، كل علاقة منF نحو المجموعة E نسمي تطبيقا من المجموعة
  مثال

:

401

f IR IR

x X




    
:

1

g IR IR

x X




  

f   تطبيق بينماg ليس لها صورة. 1لأن العناصر الأصغر تماما من   ليس تطبيق  
  ملاحظة

  لكن الدالة ليست دوما تطبيقا. كل تطبيق هو دالة،
  أنواع التطبيقات 3.15

  التطبيق الثابت

  يسمى تطبيقا ثابتا. Fمن  bعنصرا  E، إن التطبيق الذي يرفق لكل عنصرا من Fعنصرا من  bمجموعتين و   Fو Eإذا كانت 

:f E F

x b




  

  التطبيق الحيادي

  Eالمجموعة العنصر ذاته يسمى تطبيقا حياديا على  Eوعة كيفية، إن التطبيق الذي يرفق لكل عنصرا من جمم Eلتكن 
:f E E

x x




  

  التطبيق الغامر

ــت  ــوعتين F و Eإذا كانـــ ــق مجمـــ ــن تطبيـــ f:، نقـــــول عـــ E F ــورة ســـ ــ ــل صـــ ــت لكـــ ــامر إذا كانـــ ــه غـــ  ابقةبأنـــ
: ( )y F x E y f x       

  تطبيق المتباينلا

f:مجموعتين، نقول عن تطبيق   F و Eإذا كانت  E F .بأنه متباين إذا كان اختلاف السوابق يستلزم اختلاف الصور  
, / ( ) ( )x x E f x f x x x       أو, / ( ) ( )x x E x x f x f x        

  التطبيق المتقابل

  ن في آن واحد.هو كل تطبيق غامر و متباي
  تقابلالتطبيق العكسي ل

f:ليكن  E F  تطبيقا متقابلا. بما أن لكل عنصر منF  سابقة وحيدة منE فإن العلاقة العكسية للعلاقة ،f  ترفق  

1fلرمز و نرمز له با fتطبيق. نسمي هذا التطبيق بالتطبيق العكسي للتقابل  فهي إذن E عنصرا وحيد من Fبكل عنصر من    
  اصوخ
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1(  1 :f E F  تقابل  

2(  1( ) ( )y f x x f y  .  

3(  1 10 1 , 0 1F Ef f f f  .  

  على الترتيب. Fو  Eيرمزان للتطبيق الحيادي في  F1و  E1حيث  
  تركيب التطبيقات 3.16

:ليكن لدينا التطبيقان   , :f E F g F G   

h:نقول عن الطبيق  E G   
:يلي   ف كماالمعر ( ) ( ( ))x E h x f g x    

0fو نرمز له بالرمز: gو  fبأنه التطبيق تركيب التطبيقين   g  
  العلاقة الثنائية المعرفة على نفس المجموعة 3.17

  .R(x,y)بدلا من  xRyنكتب  Eعلى  Eعلاقة معرفة من  Rمجموعة و لتكن  Eلتكن 
  صخوا

  الإنعكاس
x: نها انعكاسية إذا تحققأب Rنقول عن العلاقة  E xRx   

  التناظر
,بأنها تناظرية إذا تحقق  Rنقول عن العلاقة  :x y E xRy yRx    

  التعدي
  بأنها متعدية إذا تحقق: Rنقول عن العلاقة 

, , :
xRy

x y z E xRz
yRz


  


  

  ضد التناظر
  ضد تناظرية إذا تحقق: بأنها Rنقول عن العلاقة 

, :
xRy

x y E x y
yRx


   


  

  علاقة دائرية
  بأنها دائرية إذا تحقق: Rنقول عن العلاقة 

, , :
xRy

x y z E zRx
yRz


  


  

  علاقة التكافؤ
  .علاقة تكافؤ إذ حققت الإنعكاس التناظر و التعدي Rتكون العلاقة  

  مثال

, , : 7x IZ y IZ xRy n IZ x y n          
  أصناف التكافؤ

  المجموعة: xتكافؤ العنصر  نسمى صنف E عنصرا من x ليكن غير خالية و E تكافؤ في مجموعة علاقة Rلتكن 

 
 

, :

, :

x y y E xRy

y y E yRx

 

 
  

  ملاحظة

xRy x y   
  مجموعة حاصل القسمة

  .Eعلاقة تكافؤ في مجموعة  Rلتكن 
  تعريف

المجموعة  ,x x E مز إليها بالرمز تسمى مجموعة حاصل القسمة و نر  
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/E R  أو / ,E R x x E   

  مثال
, , : 7x IZ y IZ xRy n IZ x y n          

 / 0,1,2,3, 4,5,6E R  

  نظرية

E/فإن  Eعلاقة تكافؤ في مجموعة  Rلتكن  R  تجزئة للمجموعةE.  
  برهان

1(  ; ;x x E x x     

2(  , ;x y E x y x y       

3(  
x E

E x


  

  علاقة ترتيب

  تحقق الانعكاسية، ضد التناظرية و متعدية. R هي كل علاقة
  علاقة ترتيب كلي

بأنها علاقة ترتيب كلي إذا تحقق  Rنقول عن علاقة ترتيب    , :x y E xRy yRx    

  فإن لم تكن علاقة ترتيب كلي فهي علاقة ترتيب جزئي.
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  الجبرية البنى 4
  مقدمة 4.1

ع مهمــا كــان يخضــع لقــوانين منهــا الوضــعية ومنهــا المنزلــة، منهــا الطبيعيــة اللازمــة ى الجبريــة هــي أن كــل مجتم ــإن الفكرة الأساسية للبن
  بالضرورة، ومنها المقترحة.

  لعبة الشطرنج:
  نين تدعى قوانين داخلية.هذه القوا ,إذا اعتبرنا مجموعة المربعات الأربعة والستون فإن تحريك حجر الشطرنج يخضع لقوانين

  إذا اعتبرنا مجموعة كل الطرق الوطنية فإن إشارة المرور تعرف قانون داخلي. :المرورقانون 
إذا اعتبرنا كل المخلوقات من جماد، حيوان وإنسان فإن القــانون الــذي يخضــعون لــه مــن مــرض، صــحة، مــوت وحيــاة   القوانين الفيزيائية:

  داخلي.م مجموعة ما يدعى بقانون تركيب  يخضع لقوانين.إذن كل قانون ينظ
  العمليات الداخلية 4.2

  تعريف

  يدعى بقانون تركيب داخلي . Eنحو  E² = E x Eكل تطبيق من المجموعة 
  أمثلة

1 :

( , ) ( )

f INxIN IN

a b a b




  2 :

( , )

f INxIN IN

a b ab




  

3 : ( ) ( ) ( )

( , )

f P E xP E P E

A B A B




  4 : ( ) ( ) ( )

( , )

f P E xP E P E

A B A B




  

5 : ( ) ( ) ( )

( , ) A
E

f P E xP E P E

A B C




  

6 : ( ) ( ) ( )

( , ) B
E

f P E xP E P E

A B C




  

  ترميز

 .T ،* ،Dبالرمز  fللتطبيق   عمومانرمز  
*وتكتب مثلا : .A B A B   

 Tri :أو   Extoile  ، * :Truc  T: ،Anti truc  : , deltaو نقرأ:
  تعريف ( جدول فيتاغورس )

  يلي  نعريفه كما
d c --- --- a * 

a*d .... .... .... a*a a 
.... .... ... .... .... ... 

c*d c*c ..... ..... c*a c 
d*d d*c .... .... d*a d 
  السطر الأول يحتوى على العناصر الأول للزوج.

  يحتوى على العناصر الثانية للزوج.السطر الأول 
  العنصر المركب. وعند تقاطع السطر و العمود نجد

  خواص 4.3
  عيةالتجمي

,: ققتإذا ح Eلمجموعة * بأنها عملية تجميعية في انقول عن عملية تركيب داخلي  , : ( * )* *( * ).a b c E a b c a b c    
  التبديلية

  ونقول عن العملية الداخلية * بأنها تبديلية إذا حققت.
, : * *a b E a b b a    

  ملاحظة

  وجد أحيانا عناصر تبديلية ت  تبديليةعندما لا تكون العملية 
  الحيادي  العنصر

:بأنه عنصر حيادي بالنسبة للعملية الداخلية * إذا حقق: E ن العنصر، نقول عEفي المجموعة  * *x E x e e x x     
  العنصر الاعتيادي
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  بأنه اعتيادي من اليمين (على التوالي من الشمال) إذا حققت: aوبالنسبة للعملية الداخلية * نقول عن العنصر  Eفي مجموعة  
( , : * * )x y E x a y a x y      
( , : * * )x y E a x a y x y      

  ومنه فالعنصر الاعتيادي (قابل للاختزال) هو كل عنصر اعتيادي من اليمين ومن الشمال معا.
  العنصر الشاذ (الماص)

/بحيث   Eمن  Sهو كل عنصر  * *x E S x x S S     
  العنصر النظير

   xالعنصر  بأنه نظير Eمن  x، نقول عن العنصر Eعنصر من المجموعة   xليكن 
* بالنسبة للعملية الداخلية *، إذا وجد العنصر الحيادي بالنسبة للعملية * وحقق *x x x x e    

  توزيعية عملية بالنسبة لأخرى

  إذا حقق: T ، نقول إن القانون * توزيعي بالنسبة للقانونT، ليكن لدينا قانون تركيب داخلي * و Eفي مجموعة 
 , , : * ( * ) ( * ).......(1)

, , : ( )* ( * ) ( * ) .......(2)

a b c E a bTc a b T a c

a b c E bTc a b a T c a

  

  
  

  ملاحظة

  ) نقول بأنه توزيعي من الشمال.1إذا تحققت العلاقة (
  ) نقول بأنه توزيعي من اليمين.2إذا تحققت العلاقة (

  مفهوم الزمرة وبنيتها 4.4

  حقق:بنية زمرة إذا ت  (*,G)مجموعة كيفية، مزودة بقانون تركيب داخلي، نقول بأن للثنائية   Gليكن لدينا 
  العملية * تجميعية  )1
  بالنسبة للعملية *. Gمن  eية * يوجد عنصر حيادي لعملا  )2
  بالنسبة للعملية *.  Gيقبل نظير من  Gكل عنصر من   )3

  ملاحظة

  إذا كانت * زيادة على ما سبق تبديلية نقول عنها بأنها زمرة تبديلية.
  خواص

  في الزمرة، كل عنصر هو عنصر اعتيادي.  )1
  حسب الشكل التاليزمرة كل معادلة تقبل حلا وحيدا في ال  )2

, , ! / * .a b G x G a b      
  تمييز

  متقابل afمثبت فإن التطبيق  Gمن   a، ومهما كان العنصر (*,G)في كل زمرة 
:

*
af G G

x a x




  

  الزمرة الجزئية 4.4.1

  تعريف

  زمرة.  (*,H)إذا كانت   Gن بنية زمرة جزئية م (*,H)بأن لـ فإننا نقول   H Gزمرة ، وكان  (*,G)إذا كانت 
  تمييز

  إذا و فقط إذا نحقق  (*,G)بنية زمرة جزئية من الزمرة  Hيمكن البرهان على أنه تكون لـ 

, * / * *

H

x y H x y H y y y y e


       

  

  بنية الحلقة 4.5
  تعريف

وتقرأ قــانون  *خر بالرمز (ونقول قانون جمعي ) ونرمز للأ+  داخليين نرمز لإحداهما بالرمز  مجموعة كيفية مزودة بقانونين    Aلتكن لدينا  
   ةنقول عن الثلاثي دائي،ج
).،،+A  ( بأنها حلقة إذا تحقق  
1(  (A,+)  .زمرة تبديلية  
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  القانون الجدائي تجميعي.  )2
  القانون الجدائي توزيعي على القانون الجمعي.  )3

  تعاريف و رموز

  .0عموما بالرمز  يدعى بالعنصر المعدوم ويرمز له العنصر الحيادي بالنسبة للقانون الجمعي
  .a–ويرمز له عموما بالرمز  ، opposé)(بالنسبة للقانون الجمعي يدعى بالعنصر النقيض   Aمن  aنظير عنصر 

 إذا كان القانون الجدائي تبديلي نقول حلقة تبديلية.
 )Unité( مي العنصر الحيادي بعنصر الوحدةإذا وجد عنصر حيادي بالنسبة للقانون الجدائي نقول حلقة واحدية ونس

  بأنه قابل للقلب. bونقول عن  b-1ونرمز له بالرمز  bبالنسبة للقانون الجدائي نقول مقلوب  bإذا وجد العنصر النظير للعنصر 
  خواص أساسية

 فإن aفي كل حلقة فإنه مهما كان   )1 a .0 0 .a 0  
  برهان

. ( 0 ) . .0 .0 0a b a b a a b a       
, في كل حلقة فإن  )2 : . ( ) ( . ) .a b A a b a b      

  برهان

( ( )) 0 ( ) 0 ( ) ( )a b b ab a b a b ab           
 حلقة جزئية 4.5.1

 تعريف

Aحلقة، وليكن  ,+,A).(لتكن  A   نقول عن( A , ,.)   بأنها حلقة جزئية من  
 ).(A,+,  إذا كانت( , , .)A  .حلقة  

  تمييز

( , , .)A ) حلقة جزئية من. +,( A,  إذا  
1(  ( A , )  ) .زمرة جزئية من( A,+  
2(  A .مستقرة بالنسبة للقانون الجدائي  

  بنية الحقل 4.6

 , , .)IK  :حقل إذا  

1(   , , .)IK  .حلقة واحدية  

2(     0 , .)IK  .زمرة 

  ملاحظة

  لي نقول حقل تبديلي.ن الجدائي تبديإذا كان القانو
  خواص

a فإن aفي كل حقل فإنه مهما كان   )1 .0 0 .a 0   
  برهان

. ( 0 ) . .0 .0 0a b a b a a b a       
, في كل حقل فإن  )2 : . ( ) ( . )a b A a b a b      

  برهان

a( b ( b )) 0 ab a( b ) 0 a( b ) ( ab )            
 في كل حقل لدينا  )3      a,b IK : ab 0 ( a 0 b 0 )  

  برهان

0aليكن    إذن  
a IK / a* a e a * ( a* b ) a * 0 0 ( a * a )* b 0

e* b 0 b 0

           
   

 

a,b في كل حقل لدينا IK / a 0 ! x IK : a* x b 0         
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 ( تمرين)برهان
  تعاريف  

  الحلقة التامة 4.6.1

بحيث   (. ,*,A)هي كل حلقة        A A Ax, y A : x.y 0 x 0 y 0  

  تشاكل الحلقات 4.7

f:حلقتان و ليكن  x)/(A,+,و  (. ,*,A) لتكن A A  تطبيق    
  تشاكل إذا حقق fيكون  

 
, : ( * ) ( ) ( )

( . ) ( )

x y A f x y f x f y

f x y f x xf y

   


  

 نواة تشاكل 4.7.1

 هي المجموعة  / ( ) 0AKerf x A f x    

 صورة تشاكل 4.7.2

 هي المجموعة  Im ( ) /gf f x x A  
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  أنظمة العد(التعداد)  5
  10نظام العد في الأساس  5.1

  .xادي أساسه في نظام تعد nنقوم بتمثيل العدد الطبيعي 
  رموز 10رموز لتمثيل هذا العدد الطبيعي (هي الأرقام) في النظام العشري: لدينا   تعمل(نس xليكن الأساس 

 الرموز هي x=10إذا  0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.  

 الرموز هي: xفي أساس كيفي  0,1,2,3, 4,5,........, 1x .  

  الحالة الأولى

m x رقام نملثه بأحد الأ 0,1,2,3, 4,5,........, 1x .  

  الحالة الثانية

m x   حيثx هو الأساس  
  بحيث: xعلى  mنقسم  

1 0 0/ 0m k x r r x     

  التمثيل 1 0 xm k r  

  مثال

4, 5 4m x m    

  1 023, 5 4 5 3m x m k x r       

إذن 523 43  

  خلاصة

نمثله بأحد الرموز  xأقل من  1kإذا كان  0,1,2,3, 4,5,........, 1x   

  فإننا نجري عملية القسمة من جديد  xأكبر من  1kإذا كان 

1 2 1 1/ 0k k x r r x     

2 يكون التمثيل 1 0 ( )xm k r r  

  مثال

  1 047, 5 9 5 2m x m k x r        

1 لكن 2 19 1(5) 4k k x r      

47(5) إذن 142  
  بصفة عامة لدينا 

  هو حاصل القسمة بحيث: nkليكن 

1 1 1/ 0n n n nk k x r r x       

2 إذن 1
0 1 2 1... n n

n nm r r x r x r x k x
       

1 و منه فالتمثيل هو 1 0 ( )...n n xm k r r r  

  مثال

  في النظام الثنائي 67أكتب العدد 
2 3 4 5 6

(2)

1 1(2) 0(2 ) 0(2 ) 0(2 ) 0(2 ) 1(2 )

100011

m       


  

  12نظام العد في الأساس  5.2

, 12m IN x   

2  نكتب 1
0 1 2 1(12) (12 ) (12 ) (12 )n n

n nm r r r r k
       

1 فيكون 1 0 (12)...n nm k r r r  
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  مثال

  12في الأساس  951أكتب العدد 
951 لدينا 79(12) 3  79 لكن 6(12) 7   

 إذن يكون التمثيل 12951 673  

  مثال

  .2،5الضرب و الجمع في الأساس  أعط جدول
  2الجمع في الأساس 

1  0  + 
1  0  0  

10  1  1  

  2الجداء في الأساس 

1  0  + 
0  0  0  
1  0  1  

  5الجمع في الأساس 

4  3  2  1  0  + 
4 3 2 1 0 0 

10 4 3 2 1 1 

11 10 4 3 2 2 

12 11  10 4 3 3 

13 12 11 10 4 4 

  5الجداء في الأساس 

  3  2  1  0  x 

0 0 0 0 0 0 

4 3 2 1 0 1 

13 11 4 2 0 2  

22 14 11 3 0 3 

31 22 13 4 0 4 

  أنجز العمليات التالية  )2

 2 (2)1101 11011 x     2 (2)10011 11011   

 5 (5)342002 123401   

  xy(7)  و  yx(10)بحيث تكتب: yو  xأوجد الأعداد   )3

4(5)يكتب    )4 3x  30(9)  وx  

4(5)بحيث   xجد  3x=(9)30x. 
  من أساس إلى أخر  الانتقال 5.3

 و فــي الأســاس x في الأساس m .فنحصل على الكتابة للعدد الطبيعيyإلى الأساس  10ثم من الأساس  10إلى الأساس  xاس ننتقل من الأس
y.  

  مثال

  16في الأساس 
 الرموز هي 0,1,2,3, 4,5,6,7,8,9, , , , , ,A B C D E F  
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  1111101000(2):المعرف كما يلي mحول كتابة العدد 
  16اس إلى الأس

  حل

(2) (16)1111101000 1000 3 8  E  
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  مجموعة الأعداد الطبيعية 6
  INإنشاء المجموعة  6.1

  العناصر الخاصة بمجموعة مرتبة

R مجموعة مرتبة ترتيبا كليا، نعرف عليها علاقة ترتيب   Eلتكن    و لتكنA  مجموعة جزئية منE.  

  (Elément maximum) العنصر الأكبر

: إذا حقق إنه العنصر الأكبر Aمن  aلعنصر نقول عن ا ( )  x A xRa x a  
 (Elément minimum) العنصر الأصغر

: إنه العنصر الأصغر إذا حقق Aمن  bنقول عن العنصر  ( )  x A bRx b x 
 (Majorant) الحاد من الأعلى

: إنه حاد من الأعلى إذا حقق Eمن  aنقول عن العنصر  ( )  x A xRa x a 
 (Minorant) الحاد من الأسفل

: إنه حاد من الأسفل إذا حقق Eمن  bنقول عن العنصر  ( )  x A bRx b x 
  تعريف

  .(borne supérieure)نسمى أصغر الحواد من الأعلى يدعى الحد الأعلى 
 .(borne inférieure)نسمى أكبر الحواد من الأسفل يدعى الحد الأسفل 

  ملاحظة

  حد الأسفل عنصرا أصغر.ر الحد الأعلى عنصرا أكبر، و القد يصي
 المجموعة الأعداد الطبيعية

  .INنقبل بوجود مجموعة تسمى مجموعة الأعداد الطبيعة و نرمز لها بالرمز 
  INمسلمات  6.2

 (Successeur)عاقب عدد طبيعي 
:يوجد تطبيق   S IN IN .يسمى عاقب  

  .nيسمى عاقب  Sبالتطبيق   nصورة عدد طبيعي 
  0الطبيعي   6.3

  .S(صفر) و الذي لا سابق له بالتطبيق   0يرمز له بالرمز  INمن عنصر يوجد 
نرمز بالرمز  ،1عاقب 2، 0عاقب 1 * 0 IN IN .لمجموعة الأعداد الطبيعة الغير معدومة  

 (Prédécesseur)سابق عدد طبيعي غير معدوم 

 IN*نحوى   INمتقابل من  Sالتطبيق  
  .INوحيد من  mهو عاقب لـ  IN*من  nكل 
m  يسمى سابق لـn.  

  يج)رمسلمة التراجع (التد

بحيث   INجزء من  Aلتكن  0 , , ( )       A n IN n A S n A A IN  

و هذا ما يسمح   .A=INإن  تحتوي على الصفر و على عاقب كل عنصر من عناصرها ف  INمجموعة جزئية من    Aإذا كانت    بعبارة أخرى
 بالكيفية التالية:  INعملية الجمع على بتعريف   , , 0 , ( )      m n IN m m m S n S m n  

, في التعريف السابق  n=0 نلاحظ ما يلي نضع ( ) 1   m IN S m m  
n-1  هو سابق لـn.  

  خلاصة

بحيث   INجزء من  Aلتكن  0 , , 1A n IN n A n A A IN          

  المجموعات المتساوية القدرة 6.4
  فتعري

  نحو  Eة إذا وجد تطبيق تقابلي من المجموعة ي القدرمتساوي Fو  Eتكون المجموعتان 
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  .Fالمجموعة 
  المجموعة المنتهية 6.5

  مجموعة غير خالية. Eلتكن 
  تطبيقا تقابليا. Eنحوى   Eمنتهية إذا و فقط إذا كان كل تطبيق متباين من  Eنقول إن المجموعة 

  قضية

  تطبيقا تقابليا. E حون Eط إذا كان كل تطبيق غامر من مجموعة منتهية إذا و فق Eتكون  
 قضية

الغير معدوم فإن المجموعة  nمهما يكن العدد الطبيعي  1, 2,3,...,nA n منتهية  

  برهان

  بالتدريج
=1 n    1 1A   

كل تطبيق متباين من  1 1A نحو  1 1A غامر و بالتالي تقابل.  فهو  

  فهو متقابل nAنحوى  nAيق متباين من كل تطب نفرض أن

1ليكن  1:  n nf A A تطبيق متباين  

  لدينا حالتان

)الحالة الآولى: ) n nf A A  

:ليكن  n ng A A عرف كما يلي التطبيق المتباين الم: ( ) ( )  nn A g n f n  

   تطبيق تقابلي و بالتالي gمنتهية فإن  nAبما أن 

, : ( ) ( )     n ny A x A y g x f x  

)متباين فإن  fو بما أن  1)  nf n A   

)إذن  1) 1  f n n  و بالتاليf .تطبيق غامر  

0الحالة الثانية: 0: ( ) 1nx A f x n     

:ليكن  n nf A A  :التطبيق المتباين المعرف كما يلي  

0

0

( )
: ( )

1n

f x si x x
x A f x

n si x x


     

  

fمجموعة منتهية فإن  nAبما أن   1 تطبيق تقابلي إذن, : ( )n ny A x A y f x      

)0و بما أن  ) 1f x n   فإن التطبيقf  تقابلي.بالتالي غامر و  

  نظرية

  .nAنحو المجموعة Eغير معدوم و تطبيق تقابلي من المجموعة  nمنتهية إذا و فقط إذا وجد عدد طبيعي  Eتكون مجموعة 
  أصلي مجموعة 6.6

  تعريف

  مجموعة غير خالية. Eلتكن 
  .Card(E)و نرمز إليه بالرمز  Eمجموعة ة يسمى أصلي المتساويا القدر nAو   Eحيث المجموعتين  nالعدد 
  .0و إذا كانت المجموعة خالية فإن أصليها يساوي   n)Card(E=لدينا 
  أمثلة

   0,1 2, 0,1,2,..., 1Card Card n n   

 Dénombrable)(المجموعة العدودة  6.7
  تعريف

  رة.مجموعتان متساوتيي القد INو  E مجموعة عدودة إذا وفقط إذا كانت Eتكون المجموعة 
  خواص
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  إما منتهية و إما عدودة. INكل مجموعة جزئية من  )1
2(  IZ, Q, INxIN  .مجموعات عدودة  
3(   n n IN

B


nعدودة أو منتهية فإن  nB  حيث E عائلة مجموعات جزئية من 
n IN

B

 عدودة أو منتهية.  

  .عدودة مجموعة هوتي لمجموعتين عدودتين،الجداء الديكار  )4
  INعلاقة الترتيب في 

, نضع , :n m IN m n p IN m p n         
  خواص

1(  " "  تعرف علاقة ترتيب كلي علىIN.  
  .minimumهو الحد الأصغر  0  )2
  ، يقبل حادا من السفلINكل جزء غير خال من   )3
  على يقبل حادا من الأعلى.محدود من الأ INكل جزء غير خال من   )4
"قة علاال  )5 "  متلائمة مع عمليات + وx:أي.  

, , : ( ) ; ( )m n p IN m n m p n p mp np         
  و خواصها INالعمليات في  6.8

  يمكن تعريفها بالتدريج. INكل العمليات على مجموعة الأعداد الطبيعية 
  .INالجمع في 

,:  العملية + تجميعية , : ( ) ( )m n p IN m n p m n p        
,:  العملية + تبديلية :m n IN m n n m      

:: 0العنصر الحيادي  0 0n IN n n      
  إعتيادية  INكل عناصر 

, , :m n p IN m p n p m n        
, : 0 0m n IN m n m n        

  .INالجداء في 
, جداء كما يلي INنعرف على  : 0 0; ( 1)m n IN m m n mn m       

  .هو العنصر الحيادي 1ي و العنصر ر عدا العنصر المعدوم هو اعتيادعملية الجداء تجميعية، تبديلية، كل عنص
  العاملي

!0*كما يلي: nنعرف عاملي  1, : ! ( 1)!n IN n n n      
  الرفع إلى قوة

0كما يلي: nmنعرف الرمز  1, : 1, n nn m IN m m m m     
  خواص

 
 

, , :

n p n p

pn np

p p p

m m m

n m p IN m m

mn m n

 
  




  

1: , 1 1nn IN n n     
0: 0 0, 0 1( )nn IN convention     

, : 0 0 0m n IN mn m n        
, : 1 1 1m n IN mn m n        

 INالقسمة الإقليدية في  6.9
  نظرية تمهيدية

  .IN*من  bو  INمن  aليكن العددان الطبيعان بحيث 
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*( 1) ,

( 1)

( 1)

a b ab b b IN

a b ab a

a b a

   
  
  

  

 p=a+1نضع 
  نص النظرية

  *, /a b INxIN p IN pb a       

  INتعريف القسمة الإقليدية في 

ا المجموعة المعرف كما يلي:ليكن لدين , / , 0 :G x x IN a b a xb      

1( G .ليست حالية  
2(  G ) محدودة من الأسفلG  محتواة فيIN بالعنصر (a.إذن يقبل عنصر .  
  ).0هذا العنصر يختلف عن الصفر(  )3

kهو أصغر عنصر لهذه المجموعة و بحيث   (k+1)ليكن  IN.  
)لدينا: 1)a k b k G   إذن a kb  
)(1)..…………  ومنه 1)kb a k b  
a نضع kb r a kb r      
  لدينا

0 0kb a a kb r

a kb b a kb b

   
  

 

 
  

  إذن

0

r a kb a kb r

r b

    
  

  

  نظرية

  *, !( , ) /
0

a kb r
a b INxIN k r INxIN

r b

 
       

  

)العملية التي انتقلنا بها من  , )a b  إلى ,k r يدية في هي القسمة الإقلIN.  

  هو باقي القسمة. rهو القاسم، bهو حاصل القسمة،  kهو المقسوم،  aحيث  
512:  مثال 72(7) 8   512أي, 72, 7, 8a b k r     

  قاسم عدد طبيعي

  .aبأنه قاسم للعدد  bفنقول عن  r=0إذا كان 
  مضاعف عدد طبيعي

  .bبأنه مضاعف للعدد الطبيعي  aعن فنقول  r=0إذا كان 
  الأعداد الأولية 6.10

  .mو  1بأنه أولي إذا كان يقبل قاسمين و هما  INمن  mنقول عن العدد 
 2,3,5,7,11,13,17,19 لمث
  لاحظةم

  ليسا أوليان 1و  
  نظرية

  يقبل على الأقل قاسما أوليا. 1أكبر تماما من   mكل عدد طبيعي 
  البرهان

  الحالة الأولى

m  بل قاسما أوليا.فهو يقبل القسمة على نفسه،أي يقأولي  
  الحالة الثانية

m  و  1غير أولي، إذن فهو يقبل قواسم أخرى غيرm.  ليكنd  معنى هذا:1هو أصغر هذه القواسم و أكبر تماما من .m=d.k.  
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  أولي و هو المطلوب d إما  )1
  .أولي d إذن .يناقض الفرضيةm قاسم لـ 1d و منه 1d غير أولي و بالتالي يقبل قاسم d إما  )2

  جةنتي

)كل عدد طبيعي  1)n   غير أولي يقبل على الأقل قاسما أولياd :2بحيثd n.  
  برهان

mإذن  mأصغر قواسم  dليكن  dk  معd .أولي  
dو منه   mيقسم  kإذن  k  2أيd kd m  .و هو المطلوب  

  نظرية

  إن مجموعة الأعداد الأولية غير منتية.

  لمعرفة أولية عدد طبيعي (Crible)طريقة الغربال  

1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  

12  13  14  15  16  17  18  19  20  21  22  

23  24  25  26  27  28  29  30  31  32  33  

34  35  36  37  38  39  40  41  42  43  44  

45  46  47  48  49  50  51  52  53  54  55  

56  57  58  59  60  61  62  63  64  65  66  

67  68  69  70  71  72  73  74  75  76  77  

78  79  80  81  82  83  84  85  86  87  88  

89  90  91  92  93  94  95  96  97  98  99  

100  …                    

  الأعداد الأولية فيما بينها 6.11

  تعريف

  .aبل القسمة على يق لا bو  bلا يقبل القسمة على  a بأنهما أوليان فيما بينها إذا كان bو  aنقول عن 
  نظرية

  كل عدد أولي، فهو أولي مع كل الأعداد الأصغر منه.
  نظرية

  عددان أوليان مختلفان هو أوليان فيما بينهما و العكس غير صحيح.
  نظرية (بيزوت)

,أوليان فيما بينهما إذا وجد عددان صحيحان  bو  aيكون العددان   1 بحيثa b    
  ترميز

21 ( , ) / 1a b IZ a b           
  قواسم عدد طبيعي 6.12

a بحيث kإذا وجد عدد طبيعي  aيقسم  bعدد طبيعي غير معدوم نقول إن   bبحيث  bو  aليكن العددان  kb  
  البحث المنظم عن محموعة قواسم عدد طبيعي 6.12.1

  ى جداء عوامل أوليةتحليل عدد طبيعي إل
  نظرية

  يحلل بطريقة واحدة و واحدة فقط إلى جداء عوامل أولية 1عي أكبر تماما من د طبيكل عد
31 2

1 2 3. . ..... p

pn a a a a   

,1أعداد أولية و  1a ,...,.paحيث   ....., p  أعداد طبيعية. 

  وجود التحليل

1م الأولية:هو أصغر هذه القواس 1dية) ليكن يقبل قاسما أوليا على الأقل (نظر nكل عدد طبيعي  1/1n kd d n    
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  أولي. انتهى. kإذا كان   )1
  غير أولي.لدينا: kإذا كان   )2

k:1القاسم الأولي الأصغر لـ  2dقاسما أوليا على الأقل و ليكن  kيقبل   2k k d  

1 أي 1 2k k d d  

1 ىو نكمل بنفس المنطق حت 2....... kk d d d  

  التحليلنية وحدا

31 نفرض وجود تحليلين 2
1 2 3. . ..... p

pn d d d d 31 2
1 2 3. . ..... k

kn c c c c    

3 إذن 31 2 1 2
1 2 3 1 2 3. . ..... . . .....p k

p kn a a a a c c c c        

1d  31يقسم 2
1 2 3. . ..... k

kc c c c    1لكن 2 3, , ,....., kc c c c.عوامل أولية.  

1إذن حتما  id cة..تناقض مع الفرضي  

  نظرية أساسية

  .nعدد طبيعي  البحث عن قواسم

31ليكن  2
1 2 3. . ..... p

pn d d d d   

  تساوي nفإن قواسم العدد 

    1 20 1 0 1 0 1
1 1 1 2 2 2.. .. ...... .. p

p p pd d d d d d d d d           

عددها يساوي   1 21 1 .......(1 )p      

  مثال

30=2x3x5 
 عدد القواسم يساوي

(1+1)(1+1)(1+1)=8 
  و هي

 

(1 2)(1 3)(1 5) (1 2 3 6)(1 5)

(1 5 2 10 3 15 6 30)

1,2,3,5,6,10,15,30

       
       



  

  120قواسم 
 =x3x532120لدينا 

  16=(4x2x2) عدد القواسم يساوي
  و هي

 

(1 2 4 8)(1 3)(1 5)

(1 3 2 6 4 12 8 24)(1 5)

(1 3 2 6 4 42 8 24 5 15 10 30

20 60 40 120)

1,2,3, 4,5,6,8,10,12,15,20,24,30, 40,60,120

    
        
            

  



  

  مجموعة مضاعفات عدد طبيعي 6.13

 ,nM kn k IN   

  d )(pgcd  نالقاسم المشرك الأكبر لعددين طبيعيي

3 ليكن 31 2 1 2
1 1 2 3 2 1 2 3. . ..... , . . .....p q

p qn d d d d n b b b b        

1نرمز له بالرمز  2nو  1nالقاسم المشترك الأكبر للعددين  2n n مل المشتركة و بأصغر أسمساويا لجداء كل العوا.  

 m (ppcm) المضاعف المشترك الأصغر
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2n (1أو  1nتؤخد كل العوامل و بأكبر أس (الموجودة في  2m n n   

  العلاقة بين القاسم المشترك الأكبر و المضاعف الأصغر

1 2. .n n d m  

  برهان

1لدينا: 2n n m   1  و 2n n d   

1 2 1 2, / / 1n n d a b n da et n bd a b         

1 2,m n m n   

1لكن  2n n da db a b           

  حسب نظرية غوس فإن:
a   يقسم  إذنka .  
kbإذن  يقسم   bو  .  

2 إذن ( )m n kadb k adb    

m  مضاعف للعددadb  1و لكن 2adb n b n a .  

adb 1 مضاعف للعددn و.adb 2 مضاعف للعددn.  

adb عفها المشترك الاصغر مضاعف لمضاadb  مضاعف لـm.  
   mمضاعف للعدد adbو  adbمضاعف للعدد  mلدينا: 

mو منه فإن  adb  
1إذن  2( )( )md da db n n   
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  الفضاءات الشعاعية 
  الفضاء الشعاعي 7

  تعريف

  .) زمرة تبديلية, Eبحيث (+  Eة كيفية و + قانون تركيب داخلي فيموعمج E……و ليكن Q,IR,: تبديلا مثلحقلا   IKليكن 
. :

( , ) .

I K x E E

x x 



  

  بحيث يحقق
a(  , , : ( )x y E IK x y x y           
b( , , : ( )x E x IK x x y            
c( , , ; ( ) ( )x E IK x x          

d( : 1.x E x x    

 IKحقل على ال ) يشكل فضاء شعاعيا.,+,Eنقول أن الثلاثي ( 2و   1عندما يتحقق  
  أمثلة

  .مجموعة الأشعة الحرة في الفضاء  )1
  : جمع الأشعة.  +

  .جداء الشعاع بسلمي .
)E,+,.(  ف.ش على علىIR.  
2( nE IR  

1 1 1 1, : ( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )n n n na b E a b a a b b a b a b        

1 1, , : ( ,..., ) ( ,..., )n na E IR a a a a        

(E,+,.)   ف.ش على الحقلIR 

3(  :E f IR IR   

  سلمي كمايليية جمع تطبيقين و جداء تطبيق بنعرف على مجموعة التطبيقات عمل
, : (  )( ) ( ) ( )f g E f g x f x g x      

, : ( )( ) ( )IR f E f x f x        
)E,+,.(  ف.ش علىIR  

4(    , ,n n n
E u IR n IN u convergente   ــة ــة المتقاربــ ــات الحقيقيــ ــة المتتاليــ ــزودة  )(مجموعــ ــالعمليتين مــ : +بــ

n+vn=un(u+v) ,. :nu=nu)(  
  (E, +, .) على الحقل ف.شIR 

5(   : ,E f IR IR deux fois dérivable   

( )( ) ( ) ( )f g x f x g x   +: 
( )( ) . ( )f x f x  .: 

 (E,+,.)   ف.ش على الحقلIR 

  الحساب في الفضاء الشعاعي

  في فضاء شعاعي لدينا:
1(  ( )x y x y z         

  لأن

 ( )

( ) ( )

x y z x y z

x y z x y z

x y z

 

    
  

      
     
  

  

2(  . E EO O   

  لأن
( 0 0x x x x          
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( ) ( ) 0 ( )x x x x            
0 0 0 0 0       

3(  0 . 0IK x   

  لأن
(1 0) 1 0x x x    

(1 0) 1 1 0 1x x x x x      
(1 ) (1 ) 0 (1 ) (1 )x x x x x       

.IK EO x O   

4(  ( ) ( ).x x    لأن  ( ( )) 0x x     
  الفضاء الشعاعي الجزئي 7.1

  .  Eجزء من    Fو ليكن  IKف.ش على الحقل   Eليكن 
  إذا تحقق:  Eأنه فضاء شعاعي جزء من   Fعن نقول   تعريف:

1(  F   
2(  , :x y F x y F     
3(  , ,x F K x F       

  مثال

)} 2و نعتبر IRفضاء شعاعيا على   2E=IRليكن  ,  ) / 2 - 3 0}F a b IR a b   
F   هو ف.ش.ج منE :لأن  
1(  (0.0) F  

2(1 1 2 2 1 2 1 2( , ), ( , ) x-y (a -a ,b -b ) Fx a b y a b F        

1 لأن 2 1 2 1 1 2 22( ) 3( ) 2 3 ) (2 3 ) 0 0 0a a b b a b a b           

3(  1 1 1 1( , ) , ( , )x a b F IR x a b F            

1  لأن 1 1 12( ) 3( ) (2 3 ) 0 0a b a b         

  قضية

  :IKفضاءا شعاعيا على الحقل  Eجزء من   Fليكن  
F   ف.ش.ج منE  
1(  F    
2(  , , ,IK x y F x y F           

  برهان

1x y F         
0x F IK       

 ملاحظة

}E{O  وE  هما أبسط فضائين شعاعين منE.  
  فضاء شعاعي جزئي مولد عن طريق مجموعة 7.1.1

  نسمي   Eمجموعة جزئية من  A، ليكن IKفضاءا شعاعيا على الحقل  Eليكن 
تــواء) و .(أصــغر بمعنــى الاحAو يحــوي  Eأصغر فضــاء شــعاعي جزئــي مــن  E.من Aفضاء شعاعي جزئي مولد عن طريق المجموعة 

  <A >نرمز بالرمز 
  ةملاحظ

1(  ( 0   

Aفإن  فضاء شعاعي جزئي Aإذا كان   2) A  

  فضاء شعاعي جزئي مولد عن طريق عائلة منتهية من الأشعة 7.1.2

  تعريف
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لتكن لدينا العائلة   1 nx ,...x مزجــا خطيــا للأشــعةنسمي  IKعلى الحقل  Eمن الأشعة من فضاء شعاعي     1 nx ,...x كــل عبــارة مــن   

1 الشكل 1 2 2 ......... n nx x x x       

حيث   1,........, n    و سلامياتx  شعاع منE  

  تعريف

تكن لدينا العائلة  1 nx ,...x    من الأشعة إن الفضاء الشعاعي الجزئي المولد عن طريق هذه العائلة معرفا بـ  

   1 1 1 1,..., ..... / ,....,n n n nx x x x IK         

  اعية الجزئيةتقاطع الفضاءات الشع 7.1.3

=iF إن Eعائلة من فضاءات شعاعية جزئية من  I  i )i(Fلتكن F
i I
  هي ف.ش.ج منE.  

  برهان
0, لأن  )1 0i iEE i I

F Fi I


      

  Fمن  x, yليكن   2)
?

 y-x  منF 

, ,i i i
L I

x F x F x F i I x F i I


             

,i i
L I

y F y F y F i I


        

i i
L I

x y F i x y F F


         

x,ليكن  )3 F IK x F      

, ,i ix F x F i I x F i I           

  Eف.ش.ج من  iFلأن 

i i
L I

x F x F 


    

  اتحاد فضاءات شعاعية 7.1.4

  ليس دوما فضاءا شعاعيا جزئيا. Eمن فشاء.شعاعي  2Fو  1Fإن اتحاد فضائين شعاعين جزئيين 
  مثال

  ليس فضاءا شعاعيا جزئيا اتحاد مستقيمين 2IRالفضاء الشعاعي  في
  نظرية

  لدينا:  Eف.ش.ج من  2Fو   1Fو ليكن  IKف.ش على الحقل  Eليكن 

1 2F F  ف.ش.ج منE 1 2F F   2أو 1F F  

  برهان

  

1 2 1 2 2F F F F F     

2 1 1 2 1F F F F F     

  

1نفرض أن  2F F  1ف.ش.ج لكن 2F F  2و 1F F  

1ليكن  2,x y F F    1بحيث 2 2 1,x F F y F F     

2'y x F   1و'x y F   

  تناقض و.هـ.م 
  جمع الفضاءات الشعاعية الجزئية 7.1.5

  تعريف

1و نرمز بالرمز  2F و 1F.نسمي جمع   Eيين.جزئيين من فضائين.شعاع  2Fو  1F ليكن 2F F 1العبارة التالية 2 1 2F F F F     
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  نظرية

 1 2 1 2 1 1 2 2/ ,F F x x x F x F E      

  )تعميم( تعريف
  نعرف جمع هذه الفضاءات  Eفضاء.شعاعي.جزئي من  pF,…..,1 F Pليكن لدينا 

الشعاعية الجزئية و نرمز بالرمز 
1

P

i

Fi

 1 عبارة التاليةل 2

1

.....
p

i P
i

F F F F


      

  نظرية

 1 2 1...... ......... / , 1,P P i iF F F x x x F i p         

  الجمع المباشر للفضاءات الشعاعية الجزئية 7.1.6

  تعريف

p+...+F1F يكون الجمع  2P   لـp  فضاء.شعاعي.جزئي منE  مباشرا إذا كان  

1 جزئية وحيدا و نكتب:إلى جمع أشعة من كل الفضاءات الشعاعية ال xنشر كل شعاع   2 ........ PF F F    

  )تمييز( نظرية

)P=2(  
مباشرا إذاا  F1F+2يكون الجمع  1 2 E0F F   

(P>2)    

مباشر إذاا  P....+F2+F1Fيكون الجمع  0 , 1,
1

.

P
F F i Pi k E

k
k i

   



  

  ملاحظة

لا يجب أن نعتقد بأن الشرط  0i j EF F  2كاف في حالةP .و إن كان ضروريا  

  عي إضافيفضاء شعا 7.1.7

  تعريف

1  بأنهما إضافيان إذا و فقط إذا 2Fو  1Fنقول عن فضائين شعاعين  IKفضاء.شعاعي عل الحقل  Eليكن  2E F F  

1أي 2 1 2 1 2, !( , ) /x E x x F F x x x        

  ملاحظة

  .لا نخلط بين إضافيا و مكملايجب أن 
  بعده –أساس فضاء إشعاعي  7.2

  تعريف

  مستقلة   IKأنها مستقلة خطيا ( Eمن فضاء شعاعي 1x…n .x شعاع  nننقول ع
  خطيا) إذا و فقط إذا تحقق

1 1 1 1 2,...., / .... 0 ...... 0n n n nIK x x                 

 نقول أيضا بأن الجزء 1..... nx x مستقل أو حر.  

  تعريف

  بأنها مرتبطة خطيا إذاا تحقق  xnx,…,1شعاع  nنقول عن 
 

01 1 0...... 0 1,...., 0n n ix x i n tq          

جزء نقول أيضا بأن ال 1..... nx x مرتبط.  

  تعريف

    <E=<Aإذا تحقق ما يلي  Eبأنها مولدة لـ   Eمن Aنقول عن مجموعة 
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في حالة  1,....., nA x x  فإنهاA  مولدة لـE إذا تحقق  

1 1 1, ,..., ....n n nx E IK tq x x x           

  نظرية

  إذن: IKفضاء شعاعي على  Eليكن 
  يحوي جزء مرتبط فهو مرتبط. Eكل جزء من   )1
  كل جزء من جزء حر فهو حر.  )2

  انبره

 ليكن )1 1,..., nA x x  جزء مرتبط منE  و ليكنB  جزء منE   بحيثA B  

  جزء حر Bنفرض بالخلف بأن 
 نإذ

11 1 2... 0 ... 0n n nx x             

1لكن  2 ... 0n       تعني أنA حر تناقض.  

  اقض) تن1مرتبط حسب ( Dتوي على جزء حر نفرض أنها تح Eجزء من   Cليكن )2
  أساس فضاء شعاعي 7.2.1

  تعريف

  إذا كان حر و مولد. Eإنه أساس لـ  Eنقول عن جزء من 
  ملاحظة

  .الأساس ليس وحيدا
  تعريف

dim أصلي إحدى مجموعات أساسه و نرمز بالرمز IKعلى الحقل  E نسمي بعد ف.ش E n  
  مثال

 
0 1 2 0

2
1 2, , , ,E a a x a x a a a IK     

إن 21,x,x ـ س لأساE  3و بعده يساوي.  

  نظرية

  Eمولد لـ  Aفضاء شعاعي منته.نفرض وجود جزء منته   Eليكن 

 نفرض وجود   1,........., pL x x A  .حر  

Lبحيث  Bإذن توجد قاعدة (أساس)  B A .  
  )تمرين(برهان
  قضية

  اعي ذو بعد منته يملك أساس.كل فضاء شع
  انبره

ليكن  E 0E   وجودr  منE   0وr  بحيث  L r E   

  النظرية السابقةحسب 
:B tq L B E    

  نظرية الأساس غير التام 7.3

)1ليكن .nفضاء.شعاعي ذو بعد يساوي   Eليكن  ) , ,..., pp n x x أشعة  

p,...,1أشعة مستقلة خطيا إذن يمكننا أن نجد  nx x  منE بحيث  1,..., nx x  

  .Eتشكل أساسا لـ 

  برهان
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ليكن  1
,...,

p
L x x  1لتكن A   مجموعة الأشعة المولدة لـE  1و ليكنA L A   

Lإن  A ن أن نجد أساس و حسب النظرية السابقة يمكB  بحيثL B E   
  نظرية

فضاءا شعاعيا بعده يساوي  Eليكن  0n n.  

  .nيكون عدد عناصره أقل أو يساوي Eكل جزء حر من    1)
  .شعاع تكون حتما مرتبطة + 1n، مكونة على الأقل من Eجملة أشعة من  2)
  .Eشعاع تشكل حتما أساس لـ nحرة مكونة من  Eجملة من   )3
  أو أكثر شعاع. nيتشكل حتما من  Eمولد لـ  Eكل جزء من   )4
  .Eشعاع لا يمكنها أن تكون جزء مولد لـ  n-1الأكثر من  ، مكونة علىEجملة أشعة من   )5
  شعاع هي حتما أساس. nمكونة من  Eجملة مولدة لـ   )6

  برهان

  نتيجة مباشرة للنظرية السابقة 
  نظرية

dimEفضاء شعاعي بحيث   Eليكن  n.  
  لدينا Eن فضاء شعاعيا جزئيا م  Fليكن 

(1  dim dimF E.  

2(  d i m d i m
F E E F

F E
     

  بعد جمع فضائين جزئيين

,...,1ليكن لدينا  nn F F  فضاء شعاعي جزئي منE  

  لدينا ما يلي:
 1 1dim ..... dim .... dimn nF F F F      

   1 2 1 2 1 2dim dim dim dimF F F F F F       
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  التطبيقات الخطية
  ت الخطيةالتطبيقا 8

  .IKفضائين شعاعين على نفس الحقل   Fو  Eليكن 
  تعريف

  بأنه خطي إذا حقق الخاصتين  Fو   Eنقول عن تطبيق من 

1(       , ,x y T x y T x T y       

2(  , : ( ) ( )IK x T x T x         
  1 مثال

:f IR IR

x ax




  

  2مثال 
3 4:

( , , ) ( , , , )

f IR IR

x y z x y x y z x


 

  

  3مثال 

ليكن  : ( ),E f f C I I IR    

:

( )

g E E

f g f f




  

  نظرية

  خطي يلزم و يكفى أن يتحقق Fو  Eتطبيق من   Tحتى يكون
 , , , ( ) ( )IK x y E T x y T x T y              

  برهان

1من أجل    يتحقق الشرط الأول  
0من أجل    و كيفي يتحقق الشرط الثاني  

  ملاحظة و تعاريف

  .أن يكونا ذا بعد كيفي (منته أو غير منته) F و Eيمكن لـ   )1
  .نقول عن التطبيق الخطي بأنه باطني  E =Fعندما يكون    )2
  .نقول عنه بأنه تشاكل Fفي  Eعندما يكون التطبيق متقابل من   )3
  .نقول عنه بأنه ذاتي  E = Fعندما يكون التطبيق متقابل و   )4

  نظرية

  تركيب تطبيقين خطين تطبيق خطي.إن   )1
  إن تركيب تطبيقين تشاكلين على نفس الحقل هو تشاكل.  )2
  إن تركيب تطبيقين باطنيين هو تطبيق باطني.  )3
  إن تركيب تطبيقين ذاتيين هو تطبيق ذاتي.  )4

  (تمرين)  برهان
  قضية

  ليكن لدينا تطبيق خطي
:

( )

f E F

x f x y


 

  

)إن حل  )f x y  يعود إلى حل( ) 0f z   0حيثz x x   

  برهان

0حل  ( )y f x  0يستلزم وجودx  0بحيث 0( )y f x  

0إذن 0( ) ( )f x f x y  0و منه 0( ) ( ) 0 ( ) 0f x f x f x x      

0zيكفي فقط وضع  x x   و.هـ.م  
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  تطبيق خطينواة  8.1
  تعريف

إن المجموعة  Fفي  Eق خطي من تطبي fليكن  , : ( ) 0x x E f x   تسمى نواةf  و يرمز لها بالرمزKer f   

  تطبيق خطي  صورة 8.2
  تعريف

إن المجموعة  Fفي  Eتطبيق خطي من  fليكن  ( ),f x x E تسمى صورة التطبيق الخطي و يرمز لها بالرمزIm gf  

 لدينا Im , / : ( )g f y y F x E f x y      

  ظريةن

  :لدينا Fفي  Eتطبيق خطي من  fليكن 
1(   0Ef Kerf    متباين  

2(  Imf gf F   غامر  
  برهان

)بحيث   Eمن  x/و  xليكن   )1 ) ( )f x f x  

 0 ( ) ( ) 0 , ,E FKerf f x f x x x E       

x x 0Ex x  ( ) 0Ff x x   

2(  ( ) , / ( )f E F y F x E f x y        أي أنf  غامر  
  قضية

f:ليكن  E F  تطبيق خطي  
  .Eفضاء شعاعي جزئي من   Ker fإن 
Imإن  gf  فضاء شعاعي جزئي منF.  

  )تمرين  (  برهان
  مثال

2 2:

( , ) (2 5 ,3 8 )

f IR IR

x y x y x y


  

  

  خطي  fيمكننا أن نتبين بسهولة بأن 


 

2 5 02( , ); ( , ) /
3 8 0

(0,0)

x yKerf x y x y IR
x y

      


 

  .متباين fإذن 
  خطي  رتبة تطبيق 8.3

  تعريف

f: سمي رتبة تطبيق خطين E F  بعد الفضاء الشعاعي الجزئيf (E)  ونرمز بالرمز dim ( )rgf f E.  

  نظرية

f:ببعدين منتهيين و ليكن  IKفضائين شعاعين على الحقل التبديلي   Fو  Eليكن  E F تطبيق خطي لدينا  
dim dim dim dimrgf E Kerf E rgf Kerf      

  مثال

:

2( ) ( 4)

f E E

P f p x x p



  

  

مرتين و pيرمز لمشتقة  p//حيث    , 3E p IR x d p     
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  .تطبيق باطني fبرهن أن 
  أحسب رتبته.

  حل

,و ليكن  Eمن  2Pو  1Pليكن   سلمين لدينا:  
2

1 2 1 2 1 2( ) ( 4)( ) ( ) ( )f p p x x p p f p f p             

  خطي  fإذن 

هو باطني لأن 
3

1 2
1

( ) ( ) 6 2i
i

i

p x a x p x a x a


     

2 3 2
1 2 1 1 2 1 2 2( ) (2 4)(6 2 ) 6 (6 2 ) (24 2 ) 8f p x x ax a ax a a x a a x a E             

  باطني fإذن  E =Eأي 
dim: لدينا fحساب رتبة   dimrgf E Kerf   

  .4يساوي   Eلكن بعد 
   1 2 1 2ker , / ( ) 0 , , dim 2f p p E f p a x a a a IK Kerf       4 و منه 2 2rgf      

  نتائج

  .إن التطبيق العكسي لتشاكل تشاكل  )1
  خطي لدينا fمن أجل   )2

: ( ) ( )

(0 ) 0 .E F

x E f x f x

f

    


  

  .Fة مرتبطة من عائل f(A)فإن  Eعائلة مرتبطة من  Aإذا كانت   )3
Imعائلة مولدة لـ  A(f(فإن  Eلة مولدة لـ ائع Aإذا كانت   )4 gf.  
  .Fجزء حر من  B(f(فإن  Eجزء حر من  Bمتباين و كان  fإذا كان   )5
  .Fأساس لـ  B(f(فإن  Eأساس لـ  Bمتقابل و كانت   fإذا كان   )6
إذا كان   )7 1,...., nB e e  أساس لـE 1 نإفIm ( ),...., ( )nf f e f e.  

  يقات الخطيةالتطبفضاء   8.4

f:مجموعة التطبيقات الخطيــة  Hom (E,F)و لتكن  IKفضائين شعاعين على  Fو  Eليكن  E F  نــزود هــذه المجموعــة بالقــانونين
  :التالين

: ( , ) ( , ) ( , )

( , )

Hom E F Hom E F Hom E F

f g f g

  


 

. ( , ) ( , )

( , )

IK Hom E F Hom E F

f f 

 


  

) إن ( , ), , .)Hom E F   على الحقلفضاء شعاعيIK .  

  ثنوى فضاء شعاعي –الإشكال الخطية  8.5
  تعريف

f:من الشكل  .شكل خطي) كل تطبيق خطيIK(أو  IKنسمى شكل خطي على  E IK 
  مثال

3:

( , , ) 2

f IR IR

x y z x y z


  

 

  تعريف

  ، مجموعة كل الأشكال IKعلى الحقل  Eنسمي فضاء ثنوي لـ فضاء شعاعي 
  E*=Hom (E, IK)و نرمز بالرمز  Eالخطية على 
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  المصفوفات 
  فاتالمصفو 9

  تعريف

ija) كل جدول مســتطيل أو مربــع لعناصــر A(الحلقة  IKنسمي مصفوفة ذات عناصر من الحقل   IK  أو)ija A (i  يــدل علــى رقــم

  يدل على رقم العمود. jالسطر و 

أو  Mنرمز للمصفوفات بالرمز  1
1

i pij
j n

a  
 

  

. . .11 1
. . . . .

1 . . . .( ) .
1 . . . . .

. . .1

a a n

i p aM a ijij
j n

a ap pn

 
 
 

        
  
 

  

  .عمود nسطر و  pكل مصفوفة مشكلة من  p x nيلة من الصنف وفة مستطنسمي مصف) 1
  عمود. nسطر و  nكل مصفوفة مشكلة من  nنسمي مصفوفة مربعة من الصنف ) 2

نسمي القطر الأساسي لمصفوفة مربعة مجموعة العناصر ) 3   111
,...,ii nni n

a a a

 

أما القطر الثانوي هو   ,. . . ,( 1 1 11
a a ai n i n ni n

     

  تتساوي المصفوفا 9.1
  تعريف

,من نفس الصنف و  Bو  Aكانت  نقول أنهما متساويان إذا وفقط إذا، ijB=(b(و  a)=ij(A)(لتكن لدينا مصفوفتان   i j iji j a b   

  مصفوفات خاصة 9.2

  المصفوفة المعدومة:هي كل مصفوفة عناصرها معدومة كليا   )1
  مثال

0 ,

0 0 0
0 0

. . . ,
0 0

0 0 0

 
  
     

 
  

  أما باقي العناصر فمعدومة. ii(a(1=أي  1عة بحيث عناصر قطرها تساوي مصفوفة الوحدة:هي مصفوفة مرب  )2
  مثال

1 0 0
1 0

0 1 0 , ,1
0 1

0 0 1

 
  
     

 

  

0هي كل مصفوفة مربعة بحيث عناصرها تحقق  مصفوفة سلمية  )3 , 1
i jij iia i n a d

     

  مثال

0 0
7 0

0 0 , , 14
0 7

0 0

h

h

h

 
  
     

 

  

  عناصر فمعدومالرئيسي غير معدوم أما باقي ال بحيث على الأقل أحد عناصر قطرهامصفوفة قطرية:هي كل مصفوفة مربعة   )4

 
0 0

0 1, / 0

0 , 1, . . . . ,

i i

i j i j

i n a

a i j n

   


  
 

  مثال
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1 0 0 0 0 0

0 0 0 , 0 0 0

0 0 2 0 0 5

   
   
   
   
   

 

  .x p 1هي كل مصفوفة من الصنف :مصفوفة سطر  )5
  .q x 1مصفوفة عمود:هي كل مصفوفة من الصنف   )6

  مصفوفة متناظرة:هي كل مصفوفة مربعة بحيث  )7 1
1

i pij ji
j n

a a  
 

  

  مثال

1 3 8
5 4

3 0 5 ,
4 2

8 5 2

 
  
     

 

  

  مصفوفة مثلثية  )8
  مصفوفة مثلثية هي مصفوفة مربعة بحيث كل عناصرها الموجودة على إحدى الجهتين من القطر الرئيسي معدومة كليا،ونميز صنفين:

ija مصفوفة مثلثية سفلية 0  i j    

ijaمصفوفة مثلثية علوية 0  i j    

  (Jordan)مصفوفة جوردان  )9
 1مصفوفة مربعة بحيث كل عناصر القطر الأساسي تكون متساوية و كل عناصر القطــر المــوازي للقطــر الأساســي تكــون مســاوية لـــ   يه

  بينما باقي العناصر تكون معدومة كليا أي

 
1

, 1, . . . . ,

1 1 1

0
i i

i i

i j

a b i n

a i n

a il l e u r s


   
    


 

  

  هناك مصفوفات خاصة أخرى
  مصفوفة تطبيق خطي 9.3

f:و ليكن nفضاءا شعاعيا ببعد مساو لـ   Fو  pـ ببعد مساو ل IKعاعيا على الحقل فضاءا ش Eليكن  E F تطبيقا خطيا  
  تعريف

بالنسبة للأساس  fنسمي مصفوفة التطبيق الخطي  ie  لـE  و jw  لـF املات الجدول المربع (المستطيل) للمعija للصور  

 
1 2 21 ... , 1,

i i ni nif e a w a w a w i p      

  مكتوبة في أعمدة
. . .11 1

. . . .21
( , , )   . . . . .

. . . . .

. . .1

a a p

a

M Mat f e wi j

a an np

 
 
 
 

   
 
 
  
 

 

  ملاحظة

  عمود. dimE=pسطر و  dimF=nلديها  مصفوفة التطبيق الخطي
  إذا بدلنا الأساس تتبدل معاملات المصفوفة.

  مثال

 ليكن  , , 2oE p p IR x d p    

2

:

3 ( 3 ) '( 2 4 ) ''

f E E

p p x p x x P

 

    
  

بالنسبة للأساس  fجد مصفوفة  21, ,x x  

  حل
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  لدينا

2 2

(1) 3

( ) 4 3

( ) 9 8 8

f

f x x

f x x x


  
   

  

  و منه
3 3 8

0 4 8

0 0 9

M

  
   
 
 

  

  مصفوفة ثلاثية علوية

1و بالعكس فكل مصفوفة
1

M ( )ij i p
j n

a  
 

)  يمكن إرفاقها لتطبيق خطي: n pf IK IK بحيث 
1

( )
P

i ij
i

f e a Wj


  حيث ie  أســاس

و  nIKلـ  jw  أساس لـpIK  

  مثال
  المصفوفة

2 1 0

3 0 6
A

 
  
 

  

  يمكن إرفاقها بتطبيق خطي
3 2:f IR IR  

  بحيث

1 1 2

2 1 2

3 21

( ) 2 3

( ) 0

( ) 0 6

f e w w

f e w w

f e w w

  
  
  

  

حيث   1 2 3, ,e e e  3أساس لـIR  و 1 2,w w  2أساس لـ IR  

  مرتبة مصفوفة 9.4
  يفتعر

  فوفة.طبيق الخطي المرفق لهذه المصنسمي مرتبة مصفوفة مرتبة الت
  ملاحظة

:نعلم أن مرتبة التطبيق الخطي p nf IK K  هو)Prgf=dim f(IK  

لكن  ( )if e  مولدة لـ)pf(Ik  و منه فإن المرتبة تساوي عدد أشعة العمود)if(e .المستقلة خطيا  

  نظرية

: ة مربعة مرفقة لتطبيق خطي باطنيمصفوف Aلتكن  n nf IK IK   

ngAذاتي  F لدينا n   
  برهان

:ليكن: n nf IK IK :تطبيق ذاتي إذن  

1 (  (rg f n rg A ng f n     

2(  (: n nf IK IK  تطبيق باطني وrgA=n  لكنf=nrgA=rg   

  .تيذا f ـمتقابل ومنه ف fإذن 
  الفضاء الشعاعي للمصفوفات 9.5

  ملاحظة

  إن العمليات على المصفوفات مشتقة من العمليات على التطبيقات الخطية.
  تعريف
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  .C=A+Bو نكتب  ij+bij=aijc بحيث Cمن نفس الصنف هي المصفوفة  Bو   Aإن جمع مصفوفتين 
  تعريف

).أي Aالمصفوفة نقوم بضرب كل عناصر  بسلم  Aلضرب مصفوفة  ) ( )ij ijA a a     

  نظرية

، هــي فضــاء شــعاعي ذو IKعمود) ذات عناصر من الحقل التبديلي    Pسطر و    nxp  )nللمصفوفات من الصنف    M(n,p)إن المجموعة  
  .npبعد يساوي 

  برهان

  فضاء.شعاعي. IKإن الجمع و الجداء المعرفين هما عمليات 

) نبحث عن أساس، نختار الأساس التالي  M(n, p)لحساب بعد   )ijA a بحيث  

0 ( , ) ( , )

1 ( , ) ( , )

a si i j

a si i j

 
 

 

  

  

11 و منه فإن 11 12 12 ...... np npM n A n A n A     

نلاحظ بأن العائلة  11 , ......., ......., npA A عائلة حرة و مولدة لـM(n,p)  و بالتالي فهي أساس و عليهdim M(n,p)=np  

  مثال

1 0 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 0 1

a c
M a b c d

b d

         
             
         

  

  ضرب المصفوفات 9.6

  حقل تبديلي  IKليكن: 

 ie  أساس لـnIK  

 jw  أساس لـpIK  

 k  أساس لـqIK  

( , , ), ( , , ), ( , , )i j j k i kA M f e w B M g w C M gof e    

  لدينا
)1 (  

11
( ) ... 1

i pii pf e b w b w i n      

)2 (  
11

( ) ... 1
qji

j qf w a a j p       

)3 (  
11

( )( ) ... 1
qji

i qgof e C C i n       

  ) تعطيان2) و (1قتين (و العلا gو  fن خطية إ

1 1( )( ) ( ...... )i i pi pgof e g b w b w    

1 1( ) ...... ( )i pi pb g w b g w   ……………………(4)

1 11 11 1 1( ... ) ... ( ... )
q qi q pi p pqb a a b a a           

  ) تعطي3) و (4قارنة (م
1

q

i j i k k j
k

c a b


   

  تعريف

  AB=Cأي  fبمصفوفة  gهي جداء مصفوفة  gofإن مصفوفة 
  مثال

f  خطي  nIK  

qIK  

pIK  

gof  
gخطي  
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1 4
1 2 3 14 32

2 5
4 5 6 32 77

3 6

 
             

 

  

  لعدد الأسطر الأعمدة مساوي عدد
  نظرية

)ن المجموعة إ , )M n n  للمصفوفات المربعة على الحقلIIK  تبديلي تعرف حلقة واحدية، غير تبديلية و غير تامة  

,0غير تامة لأنه لدينا 0 / 0B AB     
1 0 0 0 0 0

0 0 0 5 0 0

    
    

    
  

  صفوفات القابلة للقلبالم 9.7

ــي  ــق ذات ــل تطبي ـــ  fلك ــاء ش ــ nIKل ــفوفة (فض ــق مص ــي  =M(f)Aعاعي) نرف ــق العكس ــفوفة  f-1و للتطبي ــق المص  إذن B=M(f--1(نرف
1 1AB BA I fof f of Id      

  و منه التعريف التالي
  تعريف

  دت جو بحيث و nأنها قابلة للقلب إذا كانت مربعة من الصنف  Aنقول عن مصفوفة 
nABمربعة من نفس الصنف و تحقق  Bمصفوفة  BA I   

  .Aلمقلوب  A-1 بـنرمز  

  لمثا

  مصفوفةأحسب المصفوفة العكسية لـ
5 16

4 13
A

 
  
 

  

  وجدت. نإ
  حل

 لتكن
a b

B
c d

 
  
 

  Aبحيث نعتبرها مقلوب   

2AB=BA=I  
5 16 1

4 13 0

5 16 0

4 13 1

a c

a c

b d

b d

  
   

 
  

  

13, 16 , 4, 5a b c d       
  قضية

  لدينا: IKعلى الحقل  nمصفوفة مربعة من الصنف   Aلتكن 
A  قلوبةrgA n   ة مستقلة خطيا.الأعمد  

  قضية

  القابلة للقلب تشكل زمرة جدائية غير تبديلية. nمن الصنف  Aإن مجموعة المصفوفات 
  تغيير الأساس 9.8

ليكن  ei و 'ei   أساســين لـــE  ف.ش علــى)IKو ( wj و 'wj ـ أساســين ل ــF  ف.ش علــى)IKيكن ) و ل ــ:f E F  تطبيــق

)خطي.لتكن  , , )A M f ei wj و( , ', ')B M f ei wj  
  ؟ما العلاقة بين هاتين المصفوفتين

  توطئة
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ليكن  ei و 'ei   أساسين لـE  ف.ش على)IK بعده يساوي (n  

الأساس  ن إحداثيات الشعاع فينبحث عن العلاقة الموجودة بي ei و 'ei   اصطلاحا نقول الأساس القديم و الأساس الجديد لهــذا نعــرف

الأساس  'ei  بالنسبة الأساس ei  

 إذن
1

1,
n

j ij i
i

e e j n


    

لجملة الأشعة  Pو منه فإن المصفوفة  'ie يتساو  

.......
11 12 1

.......
21 22 2

.... ..... ....... .......

.......
1 2

n

nP

n n nn

  

  

  

 
 
 

  
 
  
 

  

إن هذه المصفوفة تعرف كليا تغيير الأساس من  ie إلى 'ie  .و تسمى بمصفوفة العبور  

  u أثر تغيير الأساس بالنسبة لشعاع   9.9

ليكن 

1

2

.

n

x

x
X

x

 
 
 
 
  
 

و  

1

2

.

n

x

x
X

x

 
 

 
   

 
  
 

ي الأساسيين ف uكتابتي    ie و 'ie   

  لدينا تعريفا  
/ / / /

1 1 1 1

/ / /
1 11 1 1 2 12 1 2 1 1

... ...

( ... ) ( ... ) ( ... )

n n n n

n n n n n n nn n

u x e x e x e x e

x e e x e e x e e     

     

        
  

  و منه
/ / /

1 11 1 12 2 1

/ / /
2 21 1 12 2 2

/ / /
1 1 2 2

............

............

.....................................................

............

n n

n n

n n n nn n

x x x x

x x x x

x x x x

  

  

  

    


   


    

  

  و هذا الأخير يوضح أثر تغيير الأساس على شعاع
/ / 1X PX X P X    

  أثر تغيير الأساس بالنسبة لتطبيق خطي 9.10

f:لـــيكن  E F بيـــق خطـــي و تط( )ei و( ')ei   ـــ )و  Eأساســـين لـ '), ( )wj wj  ـــ ــيكن: Fأساســـين لـ )و لـ , , )A M f ei wj ،

( , ', ')i jB M f e w  نرمز بالرمزQ  لمصفوفة العبور من( )jw  إلى( )jw  و بالرمزP ن لمصفوفة العبور م( )ei  إلى  

( ')ei. ليكنX  منE   لديناX PX   حيث/X  هو الشعاع في الأساس( ')ei  

Yلدينا   Fمن  Yليكن  QY    حيث/Y  هو الشعاع في الأساس( )jw  

/ لدينا إذن /, ,Y QY X PX Y AX    

/إذن / / 1 / /QY Y AX APX Y Q APX BX       
  لقد برهنا النظرية التالية

  نظرية

f:لـــيكن  E F  تطبيـــق خطـــي و( )ei و( ')ei  أساســـين لــــE  و( '), ( )wj wj  أساســـين  لــــF :و لـــيكن( , , )A M f ei wj  و

( , ', ')i jB M f e w1 ن. إB Q AP ث حيQ  هي مصفوفة المرور( )jw  إلى( )jw  وP  مصفوفة العبور من( )ei إلى( ')ei.  
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  مثال

3 ليكن لدينا التطبيق الخطي 2:f IR IR  ذا المصفوفة
3 1 4

2 5 2
A

 
   

  

بالنسبة للأساس  1 2 3, ,e e e 3 لـIR  و 1 2,w w  2لـIR :نعتبر الأساس الجديد  
/
1 1 2 3

/
2 1 2 3

/
3 1 2 3

2

2 3

e e e e

e e e e

e e e e

   
   
   

1و  1 2

2 1 2

' 4

' 3 2

w w w

w w w

 
  

  

في الأساس  fجد مصفوفة  'ei و 'wj  

  حل

  لدينا
1 2 2

1 1 1

1 1 3

p

 
    
  

  

14 3 2 31

1 2 1 45

3 3 251

14 1 55

Q Q

B

   
           

 
    

 

  تعاريف

   متكافئين إذا وفقط إذا كانتا من نفس الصنف، Bو   Aتكون مصفوفتين  )1
1B بحيث Pو   Qمربعتين ووجدت مصفوفتان  Q AP  

1B قلوبة بحيث pمتشابهتين إذا وجدت  Bو   Aو تكون مصفوفتان   )2 p AP.  

tAققت بأنها متناظرة إذا ح نقول على مصفوفة مربعة  )3 A.  
tAنقول على مصفوفة مربعة بأنها متناظرة إذا حققت   )4 A .  

  منقول مصفوفة 9.11

و التــي نحصــل عليهــا بتبــديل  pxqمن الصنف  ijB=(b(، المصفوفة pxqمن الصنف   a)=ijA(نسمي مصفوفة منقولة أو منقول مصفوفة  

أي ji= a ijbلسطور أعمدة:ا ( )t t
ij jiB A a a    

  اثر مصفوفة 9.12

مجموعــة كــل عناصــرها الموجــودة فــي القطــر الأساســي، نكتــب و  A، نســمي أثــر المصــفوفة nمصفوفة مربعة من الصنف    Aلتكن لدينا  

نرمز:
1

( )
n

ii
i

tr A a


.  

  نظرية

  مصفوفتان لدينا. Bو   Aلتكن لدينا 

1(   t t tAB B Aمكان إجراء الجداء.. في حالة إ  

2(    1 1 1AB B A
   .في حالة إمكان إجاء الجداء و وجود المقلوب  
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  المحددات 10
  عموميات 10.1

  تعودنا على دراسة الدوال لمتغير حقيقي، سندرس في الفصل الموالي دالة خاصة و هي دالة حقيقية لمتغير مصفوفي و تدعى دالة المحدد.
  فتعري

موعة كل ترتيب كيفي للمج 1,...,...n تبديلية (دون حذف أو تكرار) يدعى  

  مثال

للمجموعة  1,   تبديلات و هي: !3=6لدينا  2,3

           1, 2,3 , 1,3, 2 , 2,1,3 , 2,3,1 , 3,1,2 , 3, 1سنكتب    2,1 2( , ,..., )nj j j    لنرمز للتبديلة العامــة للمجموعــة(1,...,n)   حيــث

1j  2ولا، يرمز للعدد الذي يأتي أj  انيا و هكذا...، نقول إن انعكاسا قد حدث كلما تقدم عــدد أكبــر عــدد أصــغر، يمكننــا أن نحصــل للذي يأتي ث
  على العدد الكلي للانعكاسات كما يلي

1و التي تأتي بعده ثم  1jنحسب عدد الأرقام الأصغر من  2,...,nj j في التبديلة. و بعدها نجمعها فنحصل على العدد الكلي للانعكاسات  

  مثال

  )2،5،4،3،1،6:(د عدد الانعكاسات في التبديلة التاليةج
  5+0+1+1+1=8عدد الانعكاسات هو: 

  تعريف

  نسمي تبديلة زوجية إذا كان مجموع الانعكاسات زوجي و إلا فهي فردية.
  مثال

  و منه فالتبديلة زوجية. 0) عدد الانعكاسات يساوي  1،2(
  ردية.و منه فالتبديلة ف 1  ) عدد الانعكاسات يساوي1،2(

  )المحدد (محدد مصفوفة 10.2

   nنعتبر مصفوفة من الصنف 

11 1

1

...

... ... ...

...

n

n nn

a a

A

a a

 
   
 
 

  

  تعريف

  .Aمن عناصر  nأي حاصل ضرب لعدد  Aنسمي حاصل ضرب أولي من 
  بحيث لا يأتي أي اثنين من هذه العناصر من نفس الصنف أو نفس العمود.

  مثال
  حواصل الضرب الأولية للمصفوفةجد 

11 12

21 22

a a

a a

 
  
 

  

  حل 
هي حواصل الضرب الأولية 

21 12 11 22
,a a a a  

  تعريف

أي حاصل ضرب  Aنسمي حاصل ضرب أولي مميز من
1 1

...
j njn

a a  ةتبعا لشفعية التبديل 1-أو  1مضروبا في )n,...,j1(j  

  تعريف

  واصل حاصل جمع كل ح  detA)(نرمز بـ  Aمصفوفة مربعة نسمي محدد  Aلتكن 
  .Aالمميزة من الضرب الأولية 

  مثال

11 22 21 12

11 12

21 22

det det
a a

A a a a a
a a

 
   

 
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  بصفة عامة لدينا:

11 1

1 1

1

( )

...

det ... ... ... ( 1) ......

...

n

j njn

n nn

I

a a

a a

a a





 
 

  
 
 

  

  .ة عدد انعكاسات التبديل  I()تبديلة و  حيث :
( )( 1)I  يدعى تأشيرة التبديلة و يرمز له بالرمز    ( )

1
I       

  لدينا: 3أو  2في حالة مصفوفة من الصنف 

11 12
11 22 21 12

21 22

det
a a

a a a a
a a

 
  

 
  

  SARRUSطريقة  

11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 11 23 32 12 21 33

11 12 13

21 22 13

31 32 33

det

a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a

 
       
  

  

  و لا يمكن تعميم ما سلف
  الأشكال المتعددة الخطية المتناوبة 10.3

  تعريف

  كل تطبيق Eخطي على  nنسمي شكل .IKعلى الحقل  nف.ش بعده   Eليكن 

1 1

: ....

( ,......, ) ( ,......, )n n

f ExEx xE IK

v v f v v




  

  خطي بالنسبة لكل مركبة من مركباته. fحيث  
  تعريف

  أي: n,...,v1f(v(يغير إشارة  v)n,...,v1(خطي بأنه متناوب إذا كان تبادل شعاعين من شكل  nنقول عن 

1 1 1 1( ,..., , ,..., , ) ( ,..., , ,..., ,...., )i i j n j i i nf v v v v v f v v v v v    

  ملاحظة

)1 إذا كان , ..., , ..., , ...., ) 0i j n i jf v v v v v v    

  محدد أشعة بالنسبة لأساس معطي 10.4

1ليكن  2( , ,..., )nB e e e  أساس لـE إذن لدينا  

1 1 1 2

1

1
1 1

( ,...., ) ( , ,..., )
n n

i ij j n j n
j j

v a e f v v a j f e v v
 

    

1 2 1 2

1 2

1 2
1 1 1

.... ( , ...., )
n n

n

n n n

n
j j j

a j a j a j f ej ej ej
  

   

1 2 1 21 2( )( ... ) ( , ,..., )
n nna j a j a j f e e e     




 

)1 معرفة جيدا إذا عرفنا قيمة nEمن  n,...,v1(v(عند  fنلاحظ بأن قيمة  ,..., )nf e e   

0  ليس له أهمية( 0)f   

0 
1

1
( ,...., )

n
f v v


   و هو يتعلق فقط بـija  

 أي
11( ) ......

nna j a j  


  

  عموما نختار n,...,e1(e(بالنسبة للأساس  n,...,v1vهو محدد الأشعة  إن 

1( ,..., )nf e e   
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)1 إذن ..., )nf v v   

  هو محدد المصفوفة نقول كذلك إن 

11 1

1

...

... ... ...

...

n

n nn

a a

A

a a

 
   
 
 

  

  و نكتب

11 1

1

...

det ... ... ...

...

n

n nn

a a

A

a a

    

  يق خطيمحدد تطب 10.5
  تعريف

F:دد تطبيق خطي داخلي نسمي مح E E .محدد إحدى مصفوفاته  
  خصائص المحددات 10.6

detلدينا: nمصفوفة مربعة من الصنف  Aلتكن   )1 det tA A  
detعمودان مساويان   )2 0A     
detسطران مساويان   )3 0A    
detللبقية  عمود يكتب كمزيج خطي  )4 0A    
  لا يتغير المحدد إذا أضفنا لعمود ما مزج خطي للبقية.  )5
  .nعمود مضاعفات للعمود رقم  (n -1)قيمة المحدد لا يتغير إذا أضفنا لـ   )6
7(  )det( ) det(n

ij ija a   

8(  det( ) det .detAB A B  
  حساب محدد حسب سطر 10.7

التــي تبقــى  Aمحدد المصفوفة الجزئية مــن  ijaالمحدد المتمم للعنصر ، نسمي IKر من الحقل لعناص nمصفوفة مربعة من الصنف   Aلتكن  
) العنصر ija، نسمي المتمم المميز للعنصر ijMو نرمز له بالرمز  Aمن  jو العمود  iبعد حذف الصف  1)i j

ij ijM C   

  يساوي  iحساب المحدد حسب السطر

1 2

1 2
1 2det ( 1) ( 1) ... ( 1)

i i

i i i n
i i in inA a M a M a M           

  مثال

  محدد حساب ال

       1 1 1 2 1 3

3 1 4
5 6 2 6 2 5

2 5 6 3 1 1 1 4 1
4 8 1 8 1 4

1 4 8

  


        

  11M (mineur)هو  11aالمحدد المتمم للعنصر 

هو  11aالمتمم المميز لـ  1 1

11 111 M C
  (cofacteur)  

  تعريف

  فإن المصفوفة ijaالمتمم المميز لـ  ijcو كان  nمصفوفة مربعة من الصنف  Aإذا كان 

11 1

1

...

( ) ... ... ...

...

n

n nn

C C

Comatrice A

C C

 
   
 
 

  

  .Aتدعى بمصفوفة المتممات لـ 
  و يرمز له بالرمز Aيدعى بالمصفوفة المرتبطة بـ  Aتممة لـ منقول المصفوفة الم
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   
11 1

1

...

( ... ... ...

...

t

n

n nn

C C

Adj A com A

C C

 
    
 
 

  

  مثال
3 2 1

1 6 3

2 4 0

A

 
   
  

  

 
12 6 16

4 2 16

12 10 16

Comt A

 
   
  

 

12 4 12

( ) 6 2 10

16 16 16

Adj A

 
   
  

  

  نظرية
  قابلة للقلب فإن Aإذا كانت 

 1 1

det
A adj A

A
   
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  القيم و الأشعة الذاتية  11
  تعريف

 uإذا وفقــط إذا وجــد شــعاع  fبأنه قيمــة ذاتيــة لـــ   نقول عن السلمي    IKعلى الحقل    Eي للفضاء الشعاعي  تطبيق خطي باطن  fينا  ليكن لد
  غير معدوم بحيث f u u  

f(u)   وu  متوازيان.نقول أيضا عنu  أنه شعاع ذاتي لـf  مرفق للقيمة  
)هي نواة التطبيق عة الذاتية المرفقة للقيمة الذاتية حظ أن مجموع كل الأشنلا )f I   هو إذن فضــاء شــعاعي جزئــي مــنE يــدعى ،

) بالفضاء الشعاعي الذاتي و نرمز له بالرمز )E Ker f I    

  البحث عن القيم الذاتية في حالة بعد منته 11.1

  بحيث و القيم الذاتية هي السلاميات   Aممثلا بمصفوفة  f.عندئذ يكون Eلـ  n,...,e1(e(ار أساس ، نحتnيساوي  Eن بعد إذا كا

 ( ) 0 det( ) det( ) 0Ker f I f I A I          

)إذا كان  بصفة عامة )ijA a فإن محددها المستقل عن كل أساس يكتب من الشكل  

11 1

1

...

( ) ... ... ...

...

n

n nn

a a

a a

    

  .fالمميز للتطبيق  بكثير الحدود ()عى يد
0=()  .تدعى بالمعادلة المميزة  

  مثال

  المعرف بالمصفوفة fأعط القيم و الأشعة الذاتية للتطبيق 
2 3

4 1
A

 
  
 

  

22لدينا  3
( ) det( ) 3 10

4 1
A I


    




     


  

)2,50و منه   21   

1من أجل: 5 .  

3 3 0
( , ) (1,1)

4 4 0

x y
x y x

x y

  
   

 

 إذن 1 (1,1),E x x IR    

2من أجل 2    2 (3, 4),E y y IR    
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  تبسيط المصفوفات (تقطير، تثليث) 12
  عموميات 12.1
  مثال

  نستعيد المثال السابق 
1لدينا قيمتين ذاتيين   5   2و 2     بحيث  

 2 22f u u   و 1 15f u u ع  م   2 13, 4 , 1,1u u    

 في الأساس fإن المصفوفة المرفقة لـ  1 2,u u هي  

5 0

0 2
D

 
   

  

1Pو لدينا كذلك  A أو fنقول بأن الأساس الذاتي يمكننا من تقطير   AP D  مع  
1 3

1 4
p

 
   

  

  بصفة عامة لدينا النتيجة التالية
  نظرية

قيمــة ذاتيــة مختلفــة أي أن كثيــر الحــدود   n.و كانت لــدينا  n) على فضاء شعاعي بعده  A(أو مصفوفة    fان لدينا تطبيق خطي  إذا ك  )1
أخذ شكل قطري في الأساس المكون  fفإنه يوجد أساس مكون من الأشعة الذاتية المرفقة للقيم الذاتية بحيث    1المميز كل جذوره من المرتبة  

  من الأشعة الذاتية:

1 0 . 0

0 . 0 .

. 0 . 0

0 . 0 n

D





 
 
 
 
  
 

  

  ).fمصفوفة  A.(nعلى فضاء شعاعي بعده  fليكن لدينا تطبيق باطني    )2
  ببعد يساوي درجة تضاعف الجذر. fقابلا للتقطير يلزم و يكفي أن يكون كل فضاء شعاعي ذاتي مرفق لقيمة ذاتية لـ  fلكي يكون  

او لدرجة تضاعف الجذر فإننا نكون في حالة تثليث المصفوفة أي أنــه د فضاء شعاعي جزئي مس) إذا لم يكن لدينا بع2في الحالة (  )3
  تكتب على الشكل Aيوجد أساس بحيث المصفوفة 

1 2

22
2

..........

........0

. ..............

0 0............

n

n

nn

a
a

a

   
 
 
 
  
 

  

  
  مثال

  هل المصفوفة

1 3 4

4 7 8

6 7 7

A

 
   
  

  

  للتثليث؟ قابلة للتقطير؟
  حل

  لدينا 

     2

1 3 4

4 7 8 1 3

6 7 7


    



 
      

 
  

  لدينا



 

55 

1 3     جذر بسيط  

2 1     2جذر مضاعف من الدرجة  

1نبحث عن الفضاء الشعاعي الجزئي الذاتي المرفق لـ  3   

 
0

3 0

0
I

x

A y

z

   
       
   
   

  

2 3 4 0

4 1 0 8 0

6 7 4 0

x y z

x y z

x y z

   
   
   

  

2 x y z    

 و منه فـ 1 , 2 , 2 (1, 2 , 2 ) ;u x x x x x I R    

2اتي المرفق لـ نبحث عن الفضاء الشعاعي الجزئي الذ 1    

  ).2أو  1(يكون ذو بعد 
  عندنا تقطير. 2إذا كان البعد يساوي   )1
  عندنا تثليث. 1إذا كان البعد يساوي   )2

 
0 2 3 4 0

0 4 6 8 0

0 6 7 8 0

x x y z

A I y x y z

z x y z

      
           
          

  

, 2z x y x    

2 ( , , ) ( , 2 , ) (1, 2,1)u x y z x x x x    

  ،و منه فلدينا تثليث.1إذن بعده يساوي 
نعتبر الأساس  1 2 3, ,u u u   3حيثu  3شعاع كيفي منE IR  1مستقل عنu  2وu.  تكون المصفوفة المتشابهة معA  

3 0

0 1

0 0 1

a

T b

 
   
  

  

  مثلا شعاع كأبسط ما يكون نأخذ 3uنختار   bو  aو  Pحتى نجد مصفوفة العبور  

1 2 3 1( , , )u u u e  

  و المجموعة تشكل أساس   3IRلأنه من 

1 1 1

2 2 0 2 0 .

2 1 0

    

  إذن مصفوفة العبور هي

1 1 1

2 2 0

2 1 0

P

 
   
 
 

  

  كما يلي  bو aومنه نجد 
  b=-2و  a =4بحل هذه الجملة نجد: 

  .P--1لأنها تجنبنا حساب   PT =APكان ممكن أن نحل فقط 
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  "  Réduction de Jordan"  نمصفوفة جوردا 12.2

   3uمفروضين علينا و هما يشكلان أساس غير تام، هل يمكننا اختيار الشعاع  2uو  1uالمثال السابق إن الشعاعين  نعود إلى

  من الشكل Tبحيث تكون المصفوفة 
3 0 0

0 1 1

0 0 1

T

 
   
  

  

  أي أنه إذا فرضنا أن

 3 , ,u P   

  فإن 

1 2 3

1

0 2

1

A u u u

 
 
 

     
              
     
     

  

  أي أن

1 3 4 1

4 7 8 2

6 7 7 1

 
 
 

      
              
            

  

0, 1, 1         
  ومنه

1 1 1

1 2 1

1 1 0

P

 
   
 
 

  

  Aو يكون الشكل المختصر لـ 

1

3 0 0

0 1 1

0 0 1

J P A P

 
    
  
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  الجمل الخطية  13
  عموميات 13.1

  شكل) جملة من الCأو  IR(عموما  IRمجهول على الحقل  pمعادلة بـ  nنسمي جملة ذات 

 
1 1 1 1 1

1 1

...........

.............................

..........

P P

n n p p n

a x a x b

s

a x a x b

 


   

 

   أو على الشكل المصفوفي
  AX=B أي

11 1 1 1

1

......

.. .. ..

........

p

n np p n

a a x b

a a x b

    
        

       

 

  جملة كرامر 13.2
تكون قابلــة للقلــب    Aمجهول تسمى جملة كرامر حيث المصفوفة    nمعادلة بـ    nكل جملة ذات   0Det A  ) و هــي محــدد الجملــةS (

  ) تقبل حلا وحيداSعندئذ فإن (

 1 1
.

det
tX A B comA

A
   

  أو بالتفصيل

, 1,i
i

D
x i n

D
   

)  حيث  ) 0D Det A   

 و
1 1 1

1

...

... ... . ..

...

n

i

n n n

a a

D

a a

  

iD ) يعبر عن محدد الجملةS بحيث نعوض العمود رقم (i  بالعمودB.  
  رتبة جملة خطية 13.3

بحــذف A مــن  مســتخرجة r) محدد أي مصفوف مربعة من الصــنف n, pمن الصنف ( Aمستخرج من مصفوف  rنسمي محدد من الرتبة 
n r  سطر وp r .عمود  

  .Aأكبر رتبة لمحدد غير معدوم مستخرج من  ،Aنسمي رتبة مصفوفة 
  تعريف

  .نسمي رتبة جملة خطية رتبة المصفوفة المرفقة لهذه الجملة
  نتيجة

يمكننا البرهان بأن رتبة مصفوفة  ( , ) ;A M n p A رتبة جملة أشعة الأعمدة لـ ة الخطية و هي نفسها هي رتبة الجملA.  

  الجملة الخطية المتجانسة 13.4

  معدوم. Bنقول عن جملة خطية أنها متجانسة إذا كان الشعاع 
  p) هي Sالجملة المتجانسة لها حل وحيد إذا كانت رتبة (

=0p=x………=2=x1x 
  فلدينا مالا نهاية من الحلول. P) ذات رتبة أصغر من Sإذا كانت (

  (fonténé –rouché)النظرية العامة  13.4.1

 مجهول   rو نكتبها بحيث يكون محدد معاملات   rلتكن لدينا الجملة ذات الرتبة 
  .الأولى غير معدوم
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





















.bxa..........xa............xaxa
..........................................................

bxa.........xa...........xaxa
.........................................................

bxa.......xa..........xaxa
bxa.......xa.......xaxa

)S(

npnpvnv22n11n

vpvpvvv22v11v

2pp2vv2222121

1pp1vv1212111

  

  تعريف

  محدد التالي )n-r() الـ Sنسمي محدد مميز للجملة (

11 1 1

1

1

... ...

....................................
1,....,

... ...

... ...

r

k
r rr r

k kv k

a a b

D k r n
a a b

a a b

    

  )Fontené-Rouché(نظرية 

  .rمجهول و ذات رتبة تساوي  pمعادلة بـ  nجملة خطية لـ   )S(ليكن 
nrإذا كان   )1 ،  فإن الجملة)S(  تقبل حل وحيد (كرامر) بـr-p .وسيط  
nrإذا كان   )2 ، ل.و وجد على الأقل محدد مميز غير معدوم فإن الجملة غير قابلة للح  
nrإذا كان  )3   و كان الـr-n ) محدد مميز لـS) كلها معدومة فإن (S تحول إلى جملة لـ (r ) 1معادلة و تحل كما في(  

  مثال
  لجملة التاليةاحل 

 

 
 
 
 

2 2........ 1

2 3 ....... 2

3 5 8 2....... 3

5 9 14 ...... 4

x y z

x y z a
S

x y z

x y z b

    
   
   
   

 

b ,a .وسيطين  
  وسيط   zو نعتبر   ,x  yنعتبر كمتغيرات رئيسية ،2رتبة هذه الجملة تساوي 

  و:دينا محددين مميزين هل

1

1 1 2

1 2 2 4

3 5 2

D a a


     2

1 1 2

1 2 4 2

5 9

D a a b

b


     

) قابل للحلSحتى يكون (  1 22, 6 0a b D D      

  ومنه

 
6 2 2

4 2 3 2

x z x y z
z IR S

y z x y z

       
        
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  الجمل الخطية التفاضلية 14
  عموميات و طرائق 14.1

  إن الجملة

1
11 1 1 1

1 1

.... ( )

...................................

..... ( )

n n

n
n nn n n

dx
a x a x t

at

dx
a x a x t

dt





    



    


  

)1مجهــول  nولــى بمعــاملات ثابتــة ذات ية خطية من الدرجة الأمعادلة تفاضل nتدعى بجملة لـ  ),...., ( )nX t X t  غيــر متجانســة، و يمكــن

  .كتابته
dX

X AX
dt

    

1  أو تثليثها فيكون لدينا Aإذا قمنا بتقطير المصفوفة  1B P AP A PBP     
1X و بتعويضها نحصل على PBP X     

1Y-نضع P X فنحصل على  
1 1 1( ) ( )

.................(*)

P X B P X P

Y BY




    
  

  

  مثلثية أو قطرية Bحيث  
1P و يكون حل (*) بسيط ثم حل X Y   

  مثال
  لتكن لدينا الجملة الأتية

1 3 1 .

4 7 8 .

6 7 7 .

x x y z

y x y z

z x y z

   
    
    

  

  بعد الحسابات لدينا بطريقة جوردان
1 1 1

2 2 1

2 1 0

B

 
   
 
 

  

  مثال
  حل الجملة التالية 

/
1 1

/
1 1

/
1 1

3 0 0 .......1

0 1 1 ........2

0 0 1 ........3

x x

y y

z z

    
         

       

  

  ثحي
/
1

/
1

/
1

x x

y y

z z


   
      

     

  

3
1 11. .3 . / , .

ttet x e z e IR        

  المعادلة المتبقية تكتب

1
1

tdy
y e

dt
    

t
e  الحل العام بدون طرف ثاني.هو  

و بطريقة تغيير الثابت مثلا نجد الحل العام  1

t
y t e   
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3

1 1 1

2 2 1 ( ) , , ,

2 1 0

t

t

t

ex

y t e IR

z e



    



                         

 

  ملاحظة

  . nطية من الدرجة يمكن تطبيق ما سبق لمعادلة خ
  شكال الثنائية الخطيةالأ 14.2

  تعريف

  بحيث IKعلى  ExEمن هو تطبيق خطي  IKعلى الحقل  Eشكل ثنائي الخطية لفضاء شعاعي 
:

( , ) ( , )

ExE IK

u v y u v

 


  

  يحقق
1(  1 2 1 2 1 2, , : ( , ) ( , ) ( , )u u v E u u v u v u v        

2(  1 2 1 2 1 2, , : ( , ) ( , ) ( , )u v v E u v v u v u v        

3(  . , , : ( , ) ( , ) ( , )K u u E u v u v u v          

بـ  حيث أساسه معطى nعده ب Eإذا كان  1,........, ne e   

  بـ Bممثلان في الأساس  vو  uإذا كان 

1 1

. .
,

. .

n n

y x

Y x

y x

   
   
    
   
      
   

  

  فإن ثنائية الخطية

,

( , ) ( , ) ( , )i i j j i j i j
i j

u v x e y e x y e e       

 معرف جيدا إذا عرفنا( , )i j ije e a   

   A ةأي المصفوف
.

.

...... ......

.

.

A aij

 
 
 
 
 
 
 
 

  

( , ) tu v XAY   
 .Bفي   ةهي مصفوف Aحيث  

  يمكن أن نبرهن أن

  ( , ) t tu v Y A X   

  مثال
 من أجل

1 1

2 3
A

 
  
 

  

  نحصل على

1
1 2 1 1 1 2 2 1 2 2

2

1 1
( , ) ( ) 2 3

2 3

y
u v x x x y x y x y x y

y


   
      

  
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  .Eمصفوفة تغيير الأساس لـ  Pلتكن  
/X , /Y  و/A  هي مصفوفاتس الجديد في الأسا   

/ /,X PX Y PY  

    / /( , ) t t tu v X AY X P APY   

 t X A Y   
tA PAP  

  الشكل التربيعي المرفق  -الأشكال ثنوية الخطية المتناظرة 14.2.1

  تعريف

, شكل ثنوي الخطية أنه متناظر إذا نقول عن   : ( , ) ( , ).u v u v v u     

التطبيق: رفق لـ نسمي شكل تربيعي م   , .Q u u u    

)شكل مصفوفي لشكل تربيعي هو   ) tQ u XAX  حيثA  .مصفوفة متناظرة  

  تعريف

  .nمصفوفة مربعة من الصنف  Aلتكن 
  A=Atمصفوفة متناظرة إذا تحقق  Aنسمي  
   A-A=tشبه متناظرة إذا تحقق  Aنسمي  

  لتعامدا 14.2.2

)أنها متعامدان (مترافقان) بالنسبة لـ    vو    uشكل ثنوي الخطية تربيعي. نقول عن شعاعين    لتكن   , )u v  إذا( , ) 0u v    ونرمــز بـــ
u v.  

Fو نرمز بالرمز    F،نسمي عمودي Eف.ش.ج من  Fليكن   للمجموعة المعرفة  

 , ( , ) 0,F v E u v u F       

Fنواة تطبيق تربيعي ما هي سوى  ملاحظة .  

)لدينا )F F    وdim( ) dim dimF F E    

Fبصفة عامة  وF .ليست متكاملة  
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  المجموعات، البنى الجبرية تمارين 15
  تمرين

ة لتكن لدينا المجموعة التالي , , ,E e i j k نعرف على المجموعة ،E  العملية الداخليةT :كما يلي  

k j i e T  
k j i e  e 
e k j i i 
i e k j j 
j i e k k 

  حاصل تركيب عنصرين نحصل عليه عند تقاطع السطر و العمود.
  تعرف بنية زمرة تبديلية. Tبرهن بأن   )1
  Eجد زمرة جزئية من   )2

  حل
T  (1 متناظر بالنسبة للقطر الرئيسي  ة تبديلية لأن الجدولعملي  
2( T تجميعية.  

  .تبديلية فسنقتصر عل التحقق من أن Tلكون 
  ( ) ( )ij k i jk ki j j  ،  ( ) ( ) , ( ) ( )ii j i ij e ii k i ik i     ,( ) ( ) , ( ) ( )jj i j ji i kk i k ki k    

( ) ( )kk j k kj e   
, لأن eالحيادي هو رالعنص )3 , ,ie ei e ee e je ej j ke ek k        
  العنصر النظير   )4

  eهو   eالعنص النظير لــــ
  jهو  jالعنص النظير لــــ 
  kهو  iالعنص النظير لــــ 
  iهو  kالعنص النظير لــــ 
  .Eالزمر الجزئية من 

(E,T)   زمرة جزئية,  ,e T  زمرة جزئية,  , ,e j T زمرة جزئية.  

  مرينت
1 . برهن على التكافؤ التاليG زمرتين جزئيتين من  2Gو    1G, و لتكن  (.,G)تبديلية     ليكن لدينا زمرة 2G G  زمرة جزئيــة مــنG  

1 2G G  2أوG G  

  حل
1 برهان أن 2G G  زمرة جزئية منG  1 2G G  2أوG G  

1(  1 2G G   زمرة جزئية منG  1 2G G  1أو 2G G  

1دون التقليل من عمومية البرهان يمكن أن نفرض أن 2G G  1و هذا يستلزم أن 2 2G G G رة فرضا و هي زم  

2(  1 2G G  زمرة جزئية منG  1 2G G  1أو 2G G  

1بالخلف نفرض أن  2G G  1زمرة و مع هذا 2G G  2و 1G G   

1ليكن 2 2 1x G G et y G G     

1 ذا يستلزم أنه 2 1 2. . .x y G ou x y G x y G G      

x.1نفرض أن  y G  فهذا يستلزم أنx  1ينتمي إلىG  وy  1ينتمي إلىG  1لأنG   زمرة جزئية و هو ما يشكل تناقض  

x.2نفس البرهان إذا كان  y G  

 تمرين

نعتبر المجموعة الجزئية 
1

2
G Q     

 
  المعرف كما يلي. لأعداد الناطقة و نزودها بالقانون من مجموعة ا 

, : 2a b G a b a b ab       
  أثبت أن هذا القانون داخلي. )1
برهن أن  )2 ,G زمرة تبديلية 

  حل 
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  نفرض أن القانون غير داخلي  )1
  ن ناطق. بقي أن نبرهن أإن جمع و جداء عددين ناطقين هو عدد 

1
, : 2

2
a b G a b a b ab         

  بالخلف نفرض أن
1

, : 2
2

a b G a b a b ab         

  إذن

 

1 1
2 (1 2 )

2 2
1 2 1

(1 2 )
2 2

a b ab a b b

b
a b a

        


      

  

a,تناقض. و لكون  b .متناظران فهذا ينهي البرهان  

نبرهن أن  )2 ,G   

  يلية لأنتبد العملية 
, : 2 2a b G a b a b ab b a ba b a            

  تجميعية لأنالعملية 

   
 

, , : 2

2 2 2

2 2 2 2

a b c G a b c a b ab c

a b ab c a b ab c

a b c ab ac bc abc

       

      

      

  

  من جهة.
  و من جهة أخرى لدينا

, , : ( ) ( 2 )

2 2 ( 2 )

2 2 2 2

a b c G a b c a b c bc

a b c bc a b c bc

a b c bc ac ab abc

       
      
      

  

  و هو ما ينهي الإجابة.
  تقبل عنصر حيادي العملية 

! , :e G a G a e e       
  ينالد

2 (1 2 ) 0 0( 1/2)a e a e ae a e a e a            
  .لكل عنصر نظير بالعملية  

, : 2 0
1 2

a
a b G a b a b ab b

a
         


  

  تمرين
  ليكن التطبيق  

:

2 1

f IZ IN

x x




  

  غامر.علل.  هل التطبيق متباين، )1
أحسب  )2 1,2f  و 1 3, 4,8f .  

  حل 
)هو ليس متباين لأن   )1 1) (1)f f    و ليس غامر لأنه لاتوجد سابقة للصورة صفر.(بصــفة عامــة لا توجــد ســوابق لكــل

  الأعداد الزوجية)
2(           11, 2 3,5 , 3,4,8 1, 1f f    . 

  تمرين
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  المعرفة على فضاء التطبيقات الخطية كمايلي: 1Rلتكن لدينا العلاقة الثنائية 

1 ker kerf R g f g   

1Rن برهن أ  )1   علاقة تكافؤ  
  المعرفة على فضاء التطبيقات الخطية كمايلي: 2Rلتكن لدينا العلاقة الثنائية 

2 ker kerf R g f g   

  علاقة ترتيب ؟ 2Rهل 
  تمرين

:  نعتبر تطبيقين ; :f E F g F G   
  برهن ما يلي:

0g f تباين يستلزم أن  f  تباين  
0g f  غامر يستلزم أنg  غامر  

  
  تمرين

 كمايلي QxQ  نعرف علاقة ثنائية على   1 1 1 1, ,a b a b ab a b    

  .علاقة تكافؤ برهن أن   )1
  .تكافؤجد أصناف ال  )2

  تمرين
  زمرة  برهن على التكافؤ التالي (. ,A)لتكن 

(A,  .)    زمرة تبديلية 2 2 2, : . .x y A x y x y     

  تمرين
  .جميعيت عين من بين قوانين التركيب التالية على حقل الأعداد الحقيقية ما هو منها تبديلي أو

 1
0, 2) , 3) ,4) 1

2
x y x y x y x y y x y x y            

  تمرين
  برهن على أن

( , ) ( , ) ( , 2 )x y t z x t y z yz      

2IRتبديلي و تجميعي على   يشكل قانون تركيب =IR x IR و أنه يقبل عنصر حيادي  
  تمرين

لتكن المجموعة   1,2,3, 4,6A   مزودة بقانون التركيب التاليx y  القاسم المشترك الأعظــم لـــx  وy  بــرهن علــى أن هــذا القــانون .

  .Aيعي على تبديلي و تجم
  .A نصر حيادي بالنسبة لهذا القانون فيهل يوجد ع

  تمرين

1و كانت   Aقانونا تجميعيا على  Τليكن  nx ,...,x  منتهية من عناصر  متتاليةA .  

ixنظيرixبرهن على أنه إذا كان لكل عنصر   فان  

 1 2 1........... ..............n nx x x x x
         

 فان x/نظير  xإذا كان  برهن على أنه
n n

x x


     
 

  

  تمرين

  ؟المجموعات التالية زمر بالنسبة لقانون التركيب الموافق لهاهل 
; inf( , ), ; , ; sup( , )

;( , ) ( , ) ( , )

A Z xTy x y A IR xTy x y xy A Z xTy x y

A Z Z x y T t z x t y z

       
    

  

  تمرين

 زمرة تبديلية بالنسبة لقانون التركيب المعرف كما يلي IRبرهن على أن 
3 33xTy x y   
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  رينتم
موعة  برهن على أن المج 1,1, ,A i i     مزودة بعملية الجداء المعرف على حقل الأعداد المركبة تشكل زمرة جزئية من زمرة يطلب

  تعيينها
  تمرين

)برهن على أن  , , )Z   حلقة تبديلية حيث  
1,x y x y x y x y xy        

  تمرين
  كل حقل تبديلي .الجداء العاديتين يش مزود بعملية الجمع و IRبرهن أن 

  تمرين

 لتكن لدينا المجموعة  , ; ,E a b a IR b IR    

  قانون تركيب داخلي جدائي معرف كمايلي Eنعرف على 
 ( , ).( , ) ,a b c d ca cb d   

  جد العنصر الحيادي  1
  جد العنصر النظير  2
  مزود بالقانون السابق يشكل زمرة Eبرهن بأن   3
  لية؟هل الزمرة تبدي  4

ليكن   5  , ; 1,F a b a b IR    هلF  زمرة جزئية منE  

  تمرين
  ليكن لدينا التطبيق التالي :

 0: ,

( )
b

a

C a b IR

f f x dx

 


  

حيث   0 ,C a b   يمثل مجموع التطبيقات المستمرة على المجال[a,b][.  

  غامر.تشاكل  برهن أن   -1
  ل هو متباين.جد  نواته.ه  -2

  تمرين
  برهن صحة القضية التالية

1
2 3 1

( ) : ;1 3 3 ... 3
2

n
nP n n IN

 
        

  تمرين
  كما يلي  " "xو"+"القانونين  Aنعرف على مجموعة أزواج الأعداد الصحيحة 

 ( , ), ( ; ) : ( , ) ( ; ) ,a b c d A a b c d a c b d       

 ( , ), ( ; ) : ( , ) ( ; ) ,a b c d A a b x c d ac bd ad bc      

)x,,A(برهن أن  1  ديليةحلقة واحدية تب.  
  .xالتي  تقبل مقلوب بالنسبة للقانون  Aجد عناصر   2
  في أي حالة  لدينا  3

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )a b x u v a b x w z u v w z    
  رينتم

  أثبت أن
( , , )IR x  .حلقة تبديلية  
( , , )Z x  .حلقة تبديلية و تامة  

( , , )IN x .ليست حلقة  

( , , )nZ x ة النسبة)حلقة تبديلية ( زمر.  

7( , , )Z x .حلقة تامة  

( , , )nZ x  حلقة تامة إذا كانn .أوليا  
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  تمرين
  ليكن

2:

( , )

f IR IR

a b a b




  

  هل هو تشاكل؟  )1
 عين نواته.  )2
  عين صورة التطبيق ثم بين أنه غامر.  )3

  تمرين
  و * المعرفين كما يلي: Tلقانونين الداخليين با IRنزود المجموعة  مجموعة الأعداد الحقيقة.  IRلتكن 

2( , ) : 1

*

a b IR aTb a b

a b a b ab

    
  

  

)برهن أن  )1 , ,*) IR T حقل.  
 1a*العدد   IRمن  aأحسب من أجل كل  )2
) التالية xأدرس المعادلات في المجهول  )3 )* ( ) 1A x B x   حيث( )A x  و( )B x  عبارات كيفية متعلقة بـx. 
)  حل المعادلتين التاليتين )4 )*( ) 1, ( )*( ) 1xTa xTb xTx aTa   

  وسيطين. bو  aحيث  
 تمرين

لتكن    )1 1 2 1 2[ , ]; ,M A a a a a R     

, بالعلاقة Mنعرف   :A B M ARB A B      
  أم كلي؟علاقة ترتيب جزئي  Rهل 

aمن أجل أي عنصر    )2 IR  :نعرف التطبيق:af IR IR  بالشكل( )af x ax d    حيثd عنصر معين منIR.  

0aكان  اذأثبت انه ا  فإن التطبيقaf تطبيق العكسي لهتقابلي عين ال  

  تمرين
  أعط تعريف مجموعة منتهية.

  برهن أن مجموعة الأعداد الطبيعية غير منتهية.

  تمرين
  نعرف التطبيق  

 : 1, 1

( )
2

f IR

x tg x


 


  

  تقابل. fبرهن أن  )1
و   IRإستنتج أن  )2 1 1  .متساويا القدرة 

  تمرين

101234(8)(3) أجري العملية 1012020011  

  4ن تمري

 برهن ما يلي )1 *

0

, ,
n

n k k n k
n

k

a b IR n IN a b C a b 



      .  

إستنتج قيمة  )2
0

n
k
n

k

C

. 

إستنتج أن  )3   1 2 1 2
n n

   .عدد صحيح 

1إرشاد  لدينا 
1

k k k
n n nC C C

   

  تمـرين

Eفإن  Eعلاقة تكافــؤ في مجموعة  Rبرهن أنه إذا كانت 
R وعة تجزئة للمجم تمثلE  
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  تمـرين
كالآتي  E المجموعة  نعرف 0,1, 2E  

عين  P E  

R  علاقة منE  نحـو P E معرفـة كمايلي ,R x y x y   

  Rعين بيان  -1
 تطبيـقRهـل  -2

  تمـرين
  بما يلي fنعرف التطبيق  

   : 5 2

2 1

5

f IR IR

x
x

x

  





 

  تقابلي fأثبت أن  )1
 عين الصورة المباشرة للمجموعات التالية )2

A={-2,-1,0} ,1 5B x IN x      

  عين التطبيق العكسي )3
تساوي الى الصورة المباشرة لـهـا بالتطبيق  Cهـل الصورة العكسية للمجموعة     C={0,3,4,5,7}عين الصورة العكسية للمجموعة   )4
1f  و لماذا؟ 

  تمـرين

R علاقة معرفة فيIZ كالتالي   1 1
, ² ²

² ²
R x y x y

x y
     

  قة تكـافــؤعلاRبين أن   )1
 1عـيـن صـنـف تكـافــؤ العـنـصـر   )2
  ؟ xتكـافــؤ العـدد كـم عنصرا يوجد في صـنـف   )3

  تمرين

x,2بحيث  Aلتكن لدينا الحلقة  A x x  .  
0xبرهن أن  )1 x  
  تبديلية. Aبرهن أن الحلقة  )2
xكما يلي  رف العلاقة نع )3 y x xy   

  هي علاقة ترتيب. برهن أن العلاقة 
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  الفضاءات الشعاعية تمارين 16
  تمرين
 IRنحوى   IRتطبيقا متقابلا من  fليكن 

  :IRلنعرف العمليتين التاليتين على 
3 33*: , *x y IR x y x y      

 *: , .x y IR x y f x y      

  IRفضاءا شعاعيا على الحقل IR, ,)  (بحيث يكون    f) جد1
  حل
1(  (IR, * )  زمرة تبديلية  
2(   

2.1(     , , :  (  * ) (  )*(   )   a IR x y IR a x y a x a y         

2.2(      , , :  * ( *  ) ( *  )   a IR x y IR a b x a x b x        

3    (  )    (  )³   (  )³ f a b f a f b    ………………….(1) 

2.3(     ,    ,   :  ( )  (  .  )  a b IR x IR a b x a b x         
)2..............................(..........  (  )  (  )  (   )  f a f b f a b   

2.4(    ,   1 1 (1)  x IR x x x f x x         
)3................................(....  (1) 1 f   

  .IRحقلفضاءا شعاعيا على ال IR, ,)  (حتى يكون   f) في التطبيق 3) و (2)،(1يجب أن تتحقق الشروط (
  تمرين

برهن أن العائلة  1, 2 ,  .Qعلى حقل الأعداد الناطقة  IRحرة في الفضاء الشعاعي  3

  حل
  هل الاستلزام التالي صحيح ؟

, , / 2 3 0 0Q                  
  لدينا 

 2
2

2 2 2

, , / 2 3

2 3

2 6 2 3

Q     

  

   

    

  

   

  

0إذا كان  و0    

فإن 
2 2 22 3

6
2

  


 
 طقاعدد نا.  

0تناقض مع الفرضية إذن حتما   0     

0إذا ) 1   2فإن



   0يصبح عددا ناطقا، تناقض إذن   0و منه . 

0إذا ) 2  يقة.نفس الطر 

أي أن العائلة  3,2,1  حرة في الفضاء الشعاعيIR  على حقل الأعداد الناطقةQ.  
  تمرين

  بين أي المجموعات التالية تملك بنية فضاء شعاعي على حقل الأعداد الحقيقية مع التعليل.

 1
1 ( , ) / 2 0A f C IR IR f f   , 0

2 ( , ) / (0) 0A f C IR IR f     

 0
3 ( , , ) / ( ) 0

b

a

A f C a b IR f x dx
     
  

    0
4 / 3A p IR X d p   

   5 / :
p

A p IR X q IR X q
p

 
      
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  حل
  لدينا

)IR,IR(CA 1
1   

)IR,IR(CA 0
2   

)IR,IR(CA 0
3   

 XIRA,A 45   

و  IR,IR(C1، )IR,IR(C0(نعلم أن  XIR لحقل فضاءات شعاعية على اIRبات أن ، يكفي إذن إث iA  فضاءات شعاعية جزئيــة مــن
  الفضاء الشعاعي المحتوى فيه.

1( 1A فضاء شعاعي جزئي  
111لدينا  AgfIR,Ag,Af   

و   لأن        000ggffgf2gf   

2(  2A   222فضاء شعاعي جزئي لدينا AgfIR,Ag,Af   

0Cgfلأن   و    000)0(f)0(f)0(ffgf   

3( 3A  333فضاء شعاعي جزئي : لدينا AgfIR,Ag,Af   

 لأن  )IR,b,a(Cgf 0  و  ( ) ( ) ( ) 0
b b b

a a a

f g x dx f x dx g x dx        

(4 4A ليس فضاء شعاعي لأن 
3 3

4( ) , ( )f x x g x x A      4،لكن( ) ( ) 0f x g x A    

5(  5A ليس فضاء شعاعي لأن 
2

5( ) , ( )f x x g x x A     5، لكن
2 Axx)x(g)x(f   

  تمرين
  ليكن لدينا

 zyx/IR)z,y,x(E 3
1  zyx/IR)z,y,x(E 3

2 و 0zyx/IR)z,y,x(E 3
3   

  .IRتشكل فضاءات شعاعية على الحقل  E 3 و 1E ،2Eبرهن أن   )1
  جد أساسا لكل منها و استنتج بعد كل منها.  )2
  متكاملان؟ 2Eو 1Eهل   )3
31أدرس    )4 EE .  

  حل

(I  3دينا ل ــ
321 IRE,E,E   3و نعلــم أنIR  فضــاء شــعاعي علــى الحقــلIR  321و بالتــالي فيكفــي فقــط أن نثبــت أن E,E,E 

  3IRفضاءات شعاعية جزئية من 
11لدينا    1) EYXIR,EY,X   

لأن   3
332211 IRyx,yx,yxYX  332211قق  و يح yxyxyx   

22لدينا    )2 EYXIR,EY,X   

  لأن  3
332211 IRyx,yx,yxYX   

و يحقق      332211 yxyxyx   

33لدينا    3) EYXIR,EY,X   

لأن   3
1 1 2 2 3 3, ,X Y x y x y x y IR          

و يحقق         0yxyxyx 332211   

(II 
  اعي جزئي أساس لكل فضاء شع

  بسيطة نجد بعد حسابات



 

70 

  
1

1,1,1EB  ،    
2

1,1,0 , 1,0,1EB  و    
3

1,1,0 , 1,1,0EB   

  الأبعاد

1dim 1E   2و 3dim 2E E   

(III     1نعمE  2وE   متكاملان لأن  

3
1 2

1 2dim dim 3

E E IR

E E

  


 
  

(IV  

لدينا   1 2 0,0,0E E   

  رينتم
  الية فضاءات شعاعية؟ علل.هل المجموعات الت

1(  ( , , )IR o  حيث العملية الداخلية + و الخارجيةo معرفتين كما يلي  

   
: , :

, ,

IRxIR IR o IRxIR IR

x y x y x x

  

 
  

2(  2( , , )IR o  حيث العملية الداخلية + و الخارجيةo معرفتين كما يلي  

     
2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

: , :

, ),( , ) ( . , . ) , , ( , )

IR xIR IR o IRxIR IR

x x y y x x y y x x x x

  

 
  

3(  2( , , )IR o  حيث العملية الداخلية + و الخارجيةo معرفتين كما يلي  
  لح

     
2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

: , :

, ), ( , ) ( , ) , , ( ,0)

IR xIR IR o IRxIR IR

x x y y x x y y x x x 

  

  
 

  ليس فضاء شعاعيا لأن )1

 

, , : ( )IR x y IR o x y ox oy

x y x y  

         

   
 

  

 لا يقبل نظير. (0,0)ليس فضاء شعاعيا لأن  )2
 ليس فضاء شعاعيا لأن )3

2
1 2 1 2 1 1 2( , ) :1 ( , ) ( ,0) ( , )x x IR o x x x x x     

  تمرين

  ، نعتبر المجموعتين3IRلشعاعي في الفضاء ا

   3( , , ) ; 2 0 , ( ,2 , ),E x y z IR x y z F x x x x IR        

E,برهن أن  )1 F .فضاءين شعاعيين  

E,برهن أن  )2 F  3إضافيان فيIR.)(supplémentaire  
  حل

  3IRءان شعاعيان جزئيان من ط أن نبرهن أنهما فصايكفي فق )1

 3( , , ) ; 2 0E x y z IR x y z      

  نحقق الشروط

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ),( , , ) , ( , , ) ( , , )x x x y y y E IR x x x y y y E       لدينا  
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3
1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3

( , , ) ( , , ) ( , , ) /

( ) 2( ) ( 2 ) ( 2 )

0 0 0

x x x y y y x y x y x y IR

x y x y x y x x x y y y

   
   


     

          

  

  

  و هو المطلوب.
 ( ,2 , ),F x x x x IR   

  نحقق الشروط

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ,2 , ),( ,2 , ) , ( ,2 , ) ( ,2 , )x x x y y y F IR x x x y y y F       ا لدين  

 
 

3
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( ,2 , ) ( ,2 , ) ( ,2 , ) /

( ,2 , ) ( ,2 , )

x x x y y y x y x y x y IR

x y x y x y z z z F

   

  

     

    
  

  و هو المطلوب.
F,برهان أن   )2 E إصافيان  

F,تعريفا   E  3إضافيان يعني أنE F IR   
F,أساس لـ  E  

       1,1,0 , 2,0,1 , 1,2,1E fB B    و منهdim 2,dim 1E F   

  ديناكذلك ل

  0,0,0E F   لأن العائلة      1,1,0 , 2,0,1 , 1,2,1  

  و حسب المخطط 

  
3

30,0,0

dim dim 3

E F IR

E F E F IR

E F

  


   
  

  

  تمرين

  ، نعتبر المجموعتين3IRفي الفضاء الشعاعي 

   
   
0,1, 1 , 0,1,1

0,1,2 , 2,3,4

E

F

 


  

Eجد  )1 F.  
Eجد  )2 F.  

  حل

  ، نعتبر المجموعتين3IRفي الفضاء الشعاعي 

       0,1, 1 , 0,1,1 ; 0,1,2 , 2,3,4E F    

  لدينا
1 3

(0,1,2) (0,1, 1) (0,1,1) (0,1,2) (0,1, 1),(0,1,1)
2 2

        

(2,3,4) لكن (0,1, 1),(0,1,1)   

  إذا حددنا اساس فضاء شعاعي نكون قد حددناه بدقة.

 إذن (0,1,2)E FB   و      0,1, 1 , 0,1,1 , 2,3,4E FB   .  

  تمرين
Fو  Eفضاءا شعاعيا جزئيا من  F، ليكن IKفضاءا شعاعيا على الحقل  Eليكن 

EA C  

  .Aإلى  ينتمي   x +y،فإن  Aينتمي إلى  yو  Fينتمي إلى  xبرهن أنه إذا كان   )1
  .E عاعيا جزئيا من ليس فضاءا ش Aنتج أن است  )2

  Gغير محتوى في  Fو  Fغير محتوى في   G،بحث  E فضاءا شعاعيا جزئيا من Gليكن 
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Fبرهن أن   )3 G  ليس فضاءا شعاعيا جزئيا منE.  
  تمرين
  مولد عن طريق كثيرات الحدود التالية  3IR[x]الفضاء الشعاعي الجزئي من  Fليكن 

3 2 3 2
1 2

3 3 2
3 4

( ) 5, ( ) 3 6 1,

( ) 2 3 16, ( ) 4 4 3

p x x x x p x x x x

p x x x p x x x x

       

       
  

  مولد عن طريق كثيرات الحدود التالية  3IR[x]الفضاء الشعاعي الجزئي من  Gليكن 
2 3 2 3 2

5 6 7( ) 3 6, ( ) 3 10 6 3, ( ) 3 3p x x x p x x x x p x x x x            

  .Gو  Fجد أساس لكل من   )1
  .F +G جد أساس لـ   )2

  تمرين 
  . 2, الفضاء الشعاعي لكثيرات الحدود من الدرجة أصغر أو يساوي   2F= IR[x]ليكن 

ة لتكن العائل 2 2 2
1 2 2( ) , ( ) ( 1) , ( ) ( 1)p x x p x x p x x       

  .F برهن أن هذه العائلة تشكل أساس لـ   )1
  .استنتج شكل كثيرات الحدود التالية في الأساس الجديد  )2

3 2( ) 2 14, ( ) 12p x x x x Q x      
  تمرين

  حقيقي   aحيث  3IR ،x=(a,1,1) ,y=(1,a,1) ,z=(1,1,a)لتكن الأشعة التالية من 
  الأشعة الثلاث ضاء الشعاعي المولد ببعد الف aجد حسب العدد 

  تمرين
  لتكن لدينا المجموعتين

  
  

4, , , ;

,2 , 2 , ; ,

B a b c d IR a b c d IR

A a b a a b b a b IR

     

    
  

4IRبرهن أنهما ف ش ج من   )1 ..  
  .جد أساسا لكل منهما و استنتج بعدهما  )2

  تمرين
  .3IRلتكن لدينا الأشعة التالية من 

(0,1, 1), ( 1,0,1), (1, 1,0)a b c       
  تقلة خطيا مثنى مثنى.برهن أنها مس  )1
هل العائلة   )2 , ,a b c ؟حرة  

  ..a, b, cما هو بعد الفضاء الشعاعي الجزئي المولد عن طريق الأشعة   )3
  تمرين

4IRفي    نعرف الأشعة التالية  
 1, 1,0,2 , (1,2,3,0), (0, 1,2, 2), (3,7,7,2), (0, 9,9,6)u x y z v          

  .x, yلشعاعي الجزئي المولد بالشعاعين ينتمي إلى الفضاء ا zبرهن أن   )1
  .x, vينتمي إلى الفضاء الشعاعي الجزئي المولد بالشعاعين  v برهن أن  )2
  .u, vإلى الفضاء الشعاعي الجزئي المولد بالشعاعين  Gو  x, y,zإلى الفضاء الشعاعي الجزئي المولد بالشعاعين  Fليكن   )3

  تمرين

لتكن  3( , , ) , 0H x y z IR x y z      

  .ف ش ج  من فضاء شعاعي يطلب تحديده Hن برهن أ
  .Hجد بعد   )1
  .Hجد مكمل لـ   )2

  تمرين
   Eفضاءا شعاعيا جزئيا من  F, و ليكن IKفضاءا شعاعيا على الحقل  Eليكن لدينا 

Fهل 
EG C  فضاء شعاعي جزئي منEعلل. ؟) C يرمز للمتمم:(  

  تمرين
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,1)و ليكن   4E=IR ليكن  -2, 4,1)  u  (1,0,0,2)وv  شعاعين منE  
  .(u,v)المولد عن طريق العائلة  Eجد الفضاء الشعاعي من 

  .Eأكمل هذه العائلة لتصير أساسا لـ 
  تمرين
0xير الحقيقي حيث  ة المستمرة ذات المتغ الفضاء الشعاعي للدوال الحقيقي  Eليكن   لتكن .F  المجموعة الجزئية منE   للدوالf 

,0بحيث   ( ) 0tx

x
t Lim e f x


   

  .Eفضاء شعاعي جزئي من  Fبرهن أن 
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  المصفوفات  تمارين 17
  تمرين

X,جد المصفوفتين  Y   بحيث  

3 1

1 3

6 4
2

5 3

X Y

X Y

  
     


       

 

  حل
   2من  1لدينا بطرح المعادلة 

9 3 3 1
3

6 0 2 0
Y Y

   
     
   

  

  من جهة أخرى لدينا 
3 1 0 2

1 3 1 3
X Y X

   
         

  

  تمرين
  تجميعي حيث CBAهل الجداء 

1 2
1 1 0 1 2

, 1 1 ,
1 0 4 1 1

3 1

A B C

 
               

 

  

  حل
نعم إن الجداء تجميعي لأن    CB A C BA  

1 2
0 1 2 1 1 5 3 1 1 8 5

1 1
4 1 1 1 0 6 10 1 0 16 6

3 1

  
                                  

  من جهة. 

من جهة أخرى  

1 2 3 1
0 1 2 1 1 0 1 2 8 5

1 1 0 1
4 1 1 1 0 4 1 1 16 6

3 1 4 3

    
                                        

  

  و هو المطلوب. 
  تمرين

  باستعمال كثير الحدود المميز جد مقلوب المصفوفة
1 0 1

0 3 1

0 2 1

A



 
 
 

  

  حل
3 لدينا 2( ) det( ) 5 5 1p A I            

0 من أجل  (0) نلاحظ أن det( 0 ) 1 0p A I     
  جذر لكثير الحدود المميز و عليه  Aو منه فالمصفوفة قابلة للقلب, نعرف أن المصفوفة 

3
3 2 3 25 5 5 5 0

IR
A A A I A A A I          

  و هو ما يسمح بالكتابة التالية
3 2

2 2

5 5

( 5 5) ( 5 5)

A A A I

A A A A A A I

  

      
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1و منه    2( 5 5)A A A    و بالتعويض نحصل على 

1 2 3
1

0 1 1

0 2 3

A




 


 
 
 

  

  تمرين

 أي أن nمصفوفة عديمة النمو من المرتبة  Mلتكن  10; 0n nM M    

...1 نعتبر المجموع nP I M M      
Iبرهن أن المصفوفة   )1 M م أحسب مصفوفتها العكسية (إرشاد شكل الجداء قابلة للقلب ثM.P  أوP.M (  
  أستنتج مقلوب المصفوفة  )2

1 2 3 4

0 1 2 3

0 0 1 2

0 0 0 1

A 

 
 
 
 

  

  حل
2 لدينا  )1 1. . ... nM P P M M M M       

P. بالطرح نحصل على M P I   
) أي ) ( )P I M I M P I     

Iو هو ما يثبت أن  M لب و مقلوبها يساوي  قابلة للقP.  
 لدينا  )2 A I I A    

  نضع

0 2 3 4

0 0 2 3

0 0 0 2

0 0 0 0

M I A   

 
 
 
 

  

  نلاحظ أن
4

4

0 2 3 4 0 0 0 0

0 0 2 3 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

M

 
 
 

   
 
 
 

 
 
 
 

  

  و منه

1 2 1 0

1 2 3 0 1 2 1

0 0 1 2

0 0 0 1

A I M M M


 

    


 
 
 
 

  

  تمرين

  أحسب المصفوفة العكسية للمصفوفة التالية

3 2 1

2 0 1

1 2 1

A

  
   
  

  

  حل

  لدينا

 11
det

t
A comA

A


  
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det  حيث 4A   ،

2 3 4

4 4 4

2 1 4

comA

 
  



 
 
 

  

  و منه
1 1

1
2 22 4 2

11 3 1
3 4 1 1

4 4 4
4 4 4 1 1 1

A


 


     

  

 
   
      

 
  

  تمرين
  أحسب المصفوفة العكسية للمصفوفة التالية

 cos sin

sin cos

a a
A

a a


  

  حل
  الدين

 1 1

det

t
A comA

A
   

  ثحي

det 1A،  cos sin

sin cos

a a
comA

a a




  

  و منه

 1 cos sin

sin cos

a a
A

a a




  

  تمرين
)أحسب  )f A.  

  حيث

1
( )

1

x
f x

x





و 

1 2 1

2 5 2

4 4 3

A

 
   
 
 

  

  حل
1

2 2 1 0 2 1 2 2 2
1

( ) 2 6 2 2 4 2 1 3 1/2
2

4 4 4 4 4 2 2 2 1

f A


   

     
     

    
    
      

  تمرين
  نعتبر المصفوفة التالية

1 0 1

0 0 0

1 0 1

B

 
   
 
 

  

  .2أكبر من  nمن أجل كل قيمة لـ  nBأحسب 
  حل
  nBساب ح

2 لدينا   2B BB B  3  و منه 2 2  2B BB B   
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12n- نبرهن بالتدريج أن nB B.  
12n-نفرض أن  nB B  
1 و نثبت أن 2n nB B   

1 لدينا 1 1 12 2 2 2 2n n n n n nB BB B B B B B B              
  لوب.و هو المط

  تمرين
  حيث عناصرها أعداد حقيقية و تحقق  2مربعتان من الصنف  Bو  Aا مصفوفتان  لتكن لدين

3 4 2
;

13 12 8

x
AB BA

y

   
    
   

  

  , ماذا تستنتج؟TrBAو  TrAB)أحسب 1
  .yو  x)جد قيمتي  2

  حل
TrAB;15 لدينا TrBA x y    

0 لدينا من جهة أخرى و x+ y =15 نستنتج أن det detxy AB BA    
  و منه فإن حل الجملة الغير خطية التالية

15

0

x y

xy

 
 

  

   (x = 15, y =0)أو   (x = 0, y =15)  يعطي
  تمرين

  بحيث تحقق 2مصفوفتين مربعتين من الصنف  B,Aليكن لدينا 

5 11 14
,

11 25 14

x
AB BA

y

   
    
   

  

x,د قيمة أوج y.  
  حل

  لدينا 
det( ) det( ) det det 300

( ) ( ) 30

20, 10

10, 20

AB BA A B xy

tr AB tr BA x y

x y

أو

x y

    
    

 
 
  

  

  تمرين

أحسب مربع المصفوفة  )1
1 1

1 1
A

 
    

نرمز بالرمز  ,
1 0

0 1
I

 
  
 

 Eلمصفوفة الوحدة و نعتبر المجموعة  

aIللمصفوفات من الشكل  bA  حيث,b a .سلاميات حقيقية  

aI,برهن أن  )2 bA cI dA a c b d     . 
  مزودة بجمع المصفوفات و جداءها بسلمي تشكل فضاءا شعاعيا على حقل الأعداد الحقيقية. Eبرهن أن المجموعة   )3

:1برهن أن   /n n nn IN M a I na bA M aI bA     . 

  تمرين
  .A+I=02A+ قق العلاقة:مصفوفة مربعة و تح Aلتكن 

  .قابلة للقلب ثم جد مقلوبها Aبرهن أن المصفوفة   )1
  تمرين

  لتكن لدينا المصفوفة
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1 1 1 1 1

0 1 1 1 1

0 0 1 1 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 1

A

 
 
 
 
 
 
 
 

  

  )A=B+I.( يمكن كتابة nAأحسب   )1
  تمرين

  للمصفوفات  (les cofacteurs)أحسب المعاملات المشتركة
1 2 1 1 2 2 1 0 2

1
3 0 3 , 2 1 2 , 3 4 5

3
1 1 0 2 2 1 5 6 7

A B C

        
             
           

  

  تمرين
  كل منهما. في حالة الإيجاب جد مقلوب ؟اليتين قابلتين للقلبهل المصفوفتين الت

1 0 1 1 1 0

1 1 2 , 1 0 1

0 1 1 1 1 1

   
   
   
      

  

  تمرين

  باستعمال كثير الحدود المميز جد مقلوب المصفوفة المعرفة كمايلي

1 0 1

0 3 1

0 2 1

A

 
   
 
 

  

  تمرين

  مصفوفتين مربعين من نفس الصنف و قابلتين للقلب A , Bلتكن 

1 للقلب و يحقق قابل ABبرهن أن الجداء  1 1( )AB B A    

  تمرين
  أجري العمليات التالية

7 4 2 1 0 0 0 3

3 0 3 0 1 5 3 0

1 2 1 7 2 4 1 3

   
        
         

.  

1 1 0 4 2 0

7 0 1 1 2 0 3

1 2 0 1 1 1

   
         
      

  

  تمرين
  أجري الحداء التالي

1 0 1 2 1
0 2 1

1 1 2 1 0
2 1 2

0 2 1 0 1

  
           

  

3 1 1 1 0
1 2

2 2 0 1 1
1 1

1 0 2 0 2

  
            

  

  

  تمرين
  برهن أن المصفوفتان التاليتان تتبدلان
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1 2 3 2 1 6

3 2 0 3 2 9

1 1 1 1 1 4

et

     
   
   
          

  

  رينتم
  نعتبر المصفوفة

1 1 1 1

0 1 1 1

0 0 1 1

0 0 0 1

A

 
 
 
 
  
 

  

  )I-B=A( أعتبر  nAأحسب 
  تمرين

  للمصفوفتين التاليتين—cofacteurs–أحسب المصفوفة  

1 1 0

3 2 3

2 1 1

A


 

 
 
 

 ، 

1 2 2

3 3 3
2 1 2

3 3 3
2 2 1

3 3 3

B

  






 
 
 
 
 

  

  تمرين
  . هل المصفوفات التالية قابلة للقلب، جد المقلوب في حلة الإيجاب

1 0 1

1 1 2

0 1 1

a

 
   
 
 

، 

1 1 0

1 0 1

1 1 1

b

 
   
   

 ،

1 2 3 4

2 3 1 2

1 1 1 1

1 0 2 6

c

 
 
 
 
    

  

  تمرين
  نعتبر المصفوفتين التاليتين

1 1 0 0 1 0

0 1 1 , 0 0 1

0 0 1 0 0 0

A T

   
       
   
   

  

3برهن أن   )1   0T .  
  .nAطبيعي  n استنتج من أجل كل  )2

  تمرين
  تعتبر المصفوفة

2 5

1 3
A

 
  
 

  

  .قابلة للقلب, احسب مقلوبها Aبرهن أن   )1
  بحيث 2من الصنف  Yو  Xجد المصفوفتين   )2

1 3 3 5
,

7 4 2 6
XA AY

    
    
   

  

  تمرين
  لمعاملات الحقيقيةو ا 2فضاء كثيرات الحدود ذات الدرجة  2E=IR[X]ليكن 

  برهن أن العائلة  )1

3 2 1

1 1
( ) ( 1)( 2), ( ) ( 1)( 3), ( ) ( 2)( 3)

2 2
p x x x p x x x p x x x           

  تشكل أساسا.
  .1جد مصفوفة العبور من الأساس القانوني إلى الأساس في السؤال   )2
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  .إلى الأساس القانوني 1جد مصفوفة العبور من الأساس في السؤال   )3
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  التطبيقات الخطية تمارين 18
  تمرين

  نعتبر المصفوفة
1 1

1 1
A

 
    

.  

  .A المرفق للمصفوفة fجد التطبيق    )1
  .fجد نواة   )2
  .fجد صورة   )3
  تحقق من نظرية الأبعاد.  )4

  نعتبر الأساس الجديد المعرف كما يلي

   1 1 2 2 1 2

2 2
,

2 2
e e e e e e     .  

Mو لتكن  fجد مصفوفة التطبيق   )5   في الأساس الجديد 1 2,e e   

)لــيكن لــدينا شــعاع   )6 , )V x y  2مــنIR  فــي الأســاس 1 2,e eداثيات ، عبــر عــن الإح ــ( , )x y   للشــعاع f V  فــي الأســاس

 1 2,e e   بدلالة( , )x y.  

  حل
  التطبيق الخطي   )1

2 2:

( , ) ( , )

f IR IR

x y x y x y


  

  

  نواته  )2

    
     

2

2

, / ( , ) 0,0

, / , / (1, 1)

Kerf x y IR f x y

x y IR x y x x x IR

  

        
  

dimفإن و منه   1Kerf .  
  صورته  )3

  
  
   

2

2

Im , /( , )

, /( , )

1, 1 / (1, 1)

gf f x y x y IR

x y x y x y IR

x y x y IR

 

    

      

  

dimو منه فإن  Im 1f .  

2dimنظرية الأبعاد    )4 dim dim ImIR Kerf f  )1+1=2.(  
  مصفوفة العبور تساوي  )5

11 1 1 12
2

1 1 1 12
P P   
        

  

  تساويو منه فإن مصفوفة التطبيق في الأساس الجديد 

1 0 0

2 0
M P AP       

  

)إحداثيات الشعاع    )6 )f V.  
  لدينا 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 2( )

f V f xe ye xf e yf e x e e y e e

e x y e

       

   
  

  تمرين
E=IR)2أو أصغر  2ليكن لدينا فضاء كثيرات الحدود ذات الدرجة   [X]) .  

  نعتبر تطبيقا معرفا كمـا يلـــــي
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2

:

( 1)
( 1)

2

f E E

x
p p x p



   



  

 fof=fالتطبيق باطنيا و انه يحقق   بر هن أن هذا  )1
  جد نواته و صورته و بعد كل منهما.  )2
  برهن أن هذا الفضاء هو جمع مباشر لصورته و نواته.  )3

  حل
1(  f  ــن ــق مـــــ ــو  Eتطبيـــــ ــق  Eنحـــــ ــه تطبيـــــ ــن أنـــــ ــق مـــــ ــط أن نتحقـــــ ــي فقـــــ ــا يكفـــــ ــون باطنيـــــ ــي يكـــــ ، كـــــ

,خطي. , ( ) ( ) ( )p q E IR f p q f p f q          
  لدينا 

       

   

2

2 2

1
( ) ( ) ( 1) ( )

2

1 1
( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )

2 2

( )( ) ( )( )

x
f p q x p q x x p q x

x x
p x x p x q x x q x

f p x f q x x IR

  





       


    
           

       
   

  

2 (  

      

 

    

2 2

2

2

1 1
( ) ( 1) ( )

2 2

1
( 1) ( ) ( 1) ( )

2

1
( ) ( 1) ( )

2

x x
fof p x q x x q x

x
x q x x q x

x
q x x q x f p x x IR


  

    
   

 
     

  


      



  

fofأي أن  f  
2( 

ker  {  /      ,  ( )  0 }

{  ²     /( 1)( ( - ) 0}

F P P IE F P

a x b x c x ax b a

 
     

 

  /Kerf p x c c IR    

dimإذن   ker   1F   
  إيجاد صورة التطبيق  

  لدينا 

 

2

2

( 1)
Im (2 ) ( 1)(2 ) / ,

2

( 1) ( 1) / ,

x
gf a x ax b a b IR

a x b x a b IR

 
      

    

  

إذن  2
Im ( 1), ( 1)gfB x x    و عليه فإنdim  Im  2g f  

و  E =ker f + Img f) نلاحظ بأن 3 Im 0Kerf gf   

ImEإذن   Kerf gf   
   تمرين

)2أو أصغر  2ليكن لدينا فضاء كثيرات الحدود ذات الدرجة  [ ]) E IR X  

  نعتبر تطبيقا معرفا كمـا يلـــــي:

2

:

(2 4) ( 3) 3

f E E

p x x p x p p



     
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  .Eبالنسبة للأساس القانوني لـ  Cصفوفــة التطبيـق الخطي أوجد م  )1
+TB=Aمربعة فإن   Aبرهن انه إذا كانت مصفوفة  )2 A   متناظرة  
  برهن أنها قابلة للقلب. A² +A+I= 0مصفوفة مربعة تحقق  Aلتكن   )3
  

  حل
  ة التطبيق الخطيإيجاد مصفوف   )1

بما أن  1, x, x² :هو الأساس بالنسبة للانطلاق و للوصول فإن  

  f( 1 )  3 3  0 x  0 x² 

  f (x )  4 x  3  -3 4 x  0 x² 

  f(x²) 9 x² -8 x  8 -8 8 x  9 x² 

   
    
   

  

  و منه  
3 3 8

0 4 8

0 0 9

C

  
   
 
 

  

  لدينا   )2

ijB=(b ) / 1 i m  ,1 j m     ijA=(a  ) / 1 i m  , 1 j m     

ij ij jib =a +a jiو منه  يالجمع تبديللأن    ji ij ij ji ij jib =a +a =a +a b =b    

   مصفوفة متناظرة  Bإذن
 3(  ²  0  - ² -A A I A A I      

  A(-A -I ) = I     التوزيع من اليمين  
  A = I ( A -I-)     التوزيع من اليسار

 (-A -I ) A = A (-A -I)=I  

 A B = B A = I   
 B =(-A -I )إذن 

  تمرين
  نعتبر المصفوفة 


















011

101

110

A  

 AA2(A=( .2A أحسب  )1
  قابلة للقلب و أحسب مقلوبها. Aإستنتج أن   )2

  حل
 لدينا  )1

AI2

211

121

112

A2 















  

2(   

I)IA(
2

1
AA)IA(

2

1

I2A)IA()IA(AAI2A2







 






 


  

  و منه فإن المصفوفة قابلة للقلب و تحقق:

1

1 1 1 1/ 2 1/ 2 1/ 2
1 1

( ) 1 1 1 1/ 2 1/ 2 1/ 2
2 2

1 1 1 1/ 2 1/ 2 1/ 2

A A I

    
                        
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  تمرين
  عتبر التطبيق الباطني:ن

3 3:

( , , ) ( , , )

g IR IR

x y z x x y z y z


    

  

  .3IRبالنسبة للأساس القانوني لـ  gجد مصفوفة التطبيق الخطي   )1
   3IRنعتبر الأساس الجديد لـ   )2

 1 2 3(0, 1,0); (1,0,1), (1,0,0)v v v     

  .جد مصفوفة العبور من الأساس القديم إلى الأساس الجديد
  بالنسبة للأساس الجديد بطريقة نظرية تغيير الأساس gالخطي جد مصفوفة التطبيق  )3
  لح
  ) مصفوفة التطبيق الخطي في الأساس القانوني تساوي.1






















110

111

001

A  

  ) مصفوفة العبور من الأساس القانوني إلى الأساس الجديد2


















010

001

110

p  

   النسبة للأساس الجديد) مصفوفة التطبيق الخطي ب3

1

0 1 0 1 0 0 0 1 1

0 0 1 1 1 1 1 0 0

1 0 1 0 1 1 0 1 0

1 2 1

1 1 0

1 0 1

B p A p

    
        
        

  
   
   

  

  تمرين
  نعتبر التطبيق الباطني:

3 3

2

:

( , , ) ( , , )

af IR IR

x y z x y z x ay z x y a z



     
  

  جد مصفوفة التطبيق الخطي بالنسبة للأساس القانوني.  )1
  .aجد نواة التطبيق الخطي و بعد ها حسب قيمة الوسيط   )2
  .aخطي حسب قيمة الوسيط إستنتج بعد صورة التطبيق ال )3

  حل
  )مصفوفة التطبيق الخطي بالنسبة للأساس القانوني.1

















2a11

1a1

111

  

  ) نواة التطبيق الخطي.2
  لدينا تعريفا

 

2

( , , ); , , : ( , , ) (0,0,0)

0

( , , ); , , : 0

0

aKer f x y z x y z IR tq f x y z

x y z

x y z x y z IR tq x ay z

x y a z

  

   
        
     
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  نميز ثلاث حالات  
2.1(  

 a=1  

 

 
 

1 ( , , ); , , : ( , , ) (0,0,0)

0

( , , ); , , : 0

0

( , , ); , , : 0

( , , ); ,

( 1,1,0 ; ( 1,01)

Ker f x y z x y z IR tq f x y z

x y z

x y z x y z IR tq x y z

x y z

x y z x y z IR tq x y z

y z y z y z IR

  

   
        
     

    

   

  

  

2DimKerfإذن    
2.2(  

 a= -1  
 

 

1 ( , , ); , , : ( , , ) (0,0,0)

0

( , , ); , , : 0

0

2( ) 0
( , , ); , , :

0

( ,0, );

(1,0, 1)

Ker f x y z x y z IR tq f x y z

x y z

x y z x y z IR tq x y z

x y z

x z
x y z x y z IR tq

x y z

x x x IR

   

   
        
     
  

      
  

 

  

1DimKerf إذن    
2.3(  

1 1a a     

 

 

1

2

( , , ); , , : ( , , ) (0,0,0)

0

( , , ); , , : 0 (0,0,0)

0

Ker f x y z x y z IR tq f x y z

x y z

x y z x y z IR tq x ay z

x y a z

   

   
         
     

  

0DimKerfإذن    
  )إستنتاج بعد الصورة حسب قيم الوسيط.3

aaمن العلاقة 
3 fImdimKerfdimIRdim    

  نستنتج
1fImdimفإن  a=1إذا    

2fImdimفإن   =a-1ذا إ   
1a1aإذا      3فإنfImdim   

  تمرين
]3لــيكن  ]E IR x  مــن أجــل 3الفضــاء الشــعاعي لكثيــرات الحــدود الحقيقيــة ذات الدرجــة الأقــل أو تســاوي.p   مــنE   نعتبــر

( ) (1- )f p p x p   حيث   p يمثل كثير الحدود المشتق.  
  .تطبيق باطني f برهن أن  )1
  .f  و أساس لصورة f  جد أساس لنواة )2
kerأثبت أن   )3 Imf f E .  
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  حل
  .Eباطني, لهذا يكفي إثبات فقط أنه خطي لأن فضاء الانطلاق و الوصول هو نفسه و هو   f إثبات أن

f  1خطي 2 1 2 1 2; , ( ) ( ) ( )IR p p f p p f p f p           

 
1 2

1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

1 2

; ,

( ) (1 )

(1 ) (1 )

( ) ( )

IR p p

f p p p p x p p

p x p p x P

f p f p



  

 
 

   
     

      
 

  

  لصورة إيجاد أساس النواة و ا
  لدينا

 

 
     

2 3 2 3 2 3
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3

0 0 0 0 0 0 1 0

ker , ( ) 0

/ (1 ) 0

/ (1 )/ /

f p f p

a ax a x a x a ax a x a x x a ax a x a x

a a x a IR a x a IR au a IR

 

 
             
 

       
 

  .1uو منه فأساس النواة مشكل من الشعاع 

      2 2 3
0 1 2 3Im ( ), 2 (3 2 )f f p p E a a a x x a x x         

  و منه فأساس الصورة  مشكل من الأشعة

  2 2 3
1 2 31, 2 , (3 2 )v v x x v x x      

  .لأنها مولدة للصورة تعريفا و هي حرة
kerإثبات العلاقة  Imf f E   

  يجب التحقق من العلاقتين
dim dim Im dim

Im

Kerf f E

Kerf f E

 
  

  

العلاقة الأولى محققة ببساطة, و أما العلاقة الثانية فيكفي أن نثبت أن الأشعة الأربعة  1 2 3 1, , ,v v v u  حرة و بالمثــل يمكــن أن نتحقــق أنهــا

  .حرة, يكفي فقط ملاحظة أنها كثيرات حدود من درجات مختلفة
  تمرين

  ليكن لدينا التطبيق الخطي
3 3:

( , , ) ( , , )

f IR IR

x y z x x y z y z


     

  

بالنسبة للأساس القانوني  fمصفوفة التطبيق الخطي جد  1 2 3, ,e e e 3لـIR.  

3IR  1نعتبر الأشعة التالية من 2 3(0, 1,0), (1,0,1), (1,0,0)v v v     

a(  1 برهن أن الأشعة 2 3(0, 1,0), (1,0,1), (1,0,0)v v v     

  .IRعلى الحقل  3IRتشكل أساسا للفضاء الشعاعي 
b(  الخطي  جد مصفوفة التطبيقf ساسللأ  بالنسبة  

1 2 3(0, 1,0), (1,0,1), (1,0,0)v v v   .  

  حل
1 مشكلة من معاملات الأشعة fبالتعريف فإن أعمدة المصفوفة المرفقة للتطبيق الخطي   )1 2 3( ), ( ), ( )f e f e f e  

  و لكن

1 1 2

2 2 3

3 2 3

( ) (1,0,0) ( 1,1,0)

( ) (0,1,0) (0,1, 1)

( ) (0,0,1) (0,1, 1)

f e f e e

f e f e e

f e f e e

     
    
    

  

  و عليه فإن
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1 0 0

1 1 1

0 1 1

A

 
   
   

  

2(  
a(  نها حرةأساس يكفي أن نثبت أ لكي نثبت أن الأشعة الثلاث تشكل  

?

1 2 3, , ; 0 0IR v v v                  

  لدينا 

1 2 3

0

, , ; 0 0

0

IR v v v

 
      



 
       
 

  

0 و منه فإن     .و هو المطلوب  
b(   إيجاد مصفوفة التطبيق الخطي في الأساس الجديدB.  

  لدينا مصفوفة العبور من الأساس القانوني نحو الأساس الجديد
0 1 1

1 0 0

0 1 0

P

 
   
 
 

  

  و منه

1

0 1 0

0 0 1

1 0 1

P

 
   
  

  

  و عليه

1

1 2 1

1 1 0

1 0 1

B P AP

  
    
   

  

  تمرين
  ليكن

:

2

f E E

p p p


 

  

  أو اقل. 2هو فضاء شعاعي لكثيرات الحدود ذات درجة  Eحيث  
  تطبيق خطي fأثبت أن   )1
  جد نواته و حدد بعدها  )2
  جد بعد صورته دون تحديدها  )3

  حل
1(  f خطي لان  

   
, , , : ( ) ( ) 2( )

2 2 ( ) ( )

IR p q E f p q p q p q

p p q q f p f q

       
   

        
      

  

  بو هو المطلو
  نواته و بعدها  )2

     

    

2 2 2

2 2

; ( ) 0 ; 2 0

; 2 (2 2 ) 2 0 0E

Kerf p E f p ax bx c ax bx c ax bx c

ax bx c ax a b x c b

             
 

       
  

0DimKerf   
  بعد الصورة  )3
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dim Im dim 3 dim Im 3DimKerf f E f      
  تمرين
المعــرف كمــا  التطبيق الخطي (الشــكل الخطــي ) fو ليكن   IRعلى 2الفضاء الشعاعي لكثيرات الحدود ذات الدرجة أقل أو تساوي  Eليكن 

  يلي
 

2

:

2

f IR X IR

ax bx c a b



  
  

  أعداد حقيقة  a ,b, cحيث  
1pبين أن كثير الحدود  )1 (x)=1  ينتمي نواة التطبيق  f.  

2pجد كثير حدود   )2 (x)  ينتمي إلى نواة التطبيقf  1بحيث تشكل العائلة 2{p , p   f .أساسا لنواة  {

3pجد كثير حدود   )3 (x)   منE  1  بحيث 2 3{ p  ,p  ,p 1  و بحيث Eتشكل أساس للفضاء   {  1 2 2 3 3 3( )f a P a P a P a    

  د حقيقيةأعدا iaحيث  
  بحيث Eفي  Eثير حدود من ك gليكن   )4

1 2 3 3( ) ( ) 0 ,  ( )g p g p g p p    

gog.برهن أن   )4.1 g.  
   gجد نواة  )4.2
  حل
1(  1 1( ( )) (1) 0 ( )f p x f p x Kerf     

2(    22 ) , ,Kerf b x x c b c IR      

  كثيري الحدود التالينمولدة ب Kerfو منه فإن 

 2
1 2( ) 1, ( ) 2 )p x p x x x    

  .نهما يشكلان أساسا للنواةاو لما كانا مستقلين ف
1نلاحــظ أن   )3 20 ,  2d p d p    3أي 1عليــه فيكفــي أن نختــار كثيــر حــدود مــن الدرجــة  و 1dp    حتــى تكــون العائلــة

1 2 3{ ,  ,  } p p p    للفضاء و منه أساسحرة E  3.ليكن 3لأننا نعلم مسبقا أن بعده يساويp  3مــن الشــكل( )    p x m x n   حيــثm  

1ن نلاحظ أن  غير معدوم, لكي نجد الثابتي  m أعداد حقيقية مع  nو  1 2 2 3 3 3( )f a p a p a p a   و هو ما يكافئ كون التطبيق خطي 

 1 1 2 2 3 3 3( ) ( ) ( )a f p a f p a f p a   1لكنp   ينتميان للنواة 2pو  

3و منه   3 3( )  a f p a  

3f(p أي أن  )=1
2

( ) 2 1
2

m f mx n m       

3عليه فإن و 

2
( ) ,

2
p x x n n IR    

3 لدينا n = 0من أجل 

2
( )

2
p x x  

4.1( ; ( )( ) ( )?p E gog p g p    

 1 2 3 1 2 3, ,EB p p p p p p P        

  ومنه

1 2 3

1 2 3 3 3

( )( ) ( )

( ( ) ( ) ( )) ( ( )) ( ) ( )

gog p gog p p p

g g p g p g p g g p g p g p

  
    

  

     
  

4.2(   
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 
 
 
 

1 2 3 1 2 3

1 2 3 3

1 2

; ( ) 0

; ( ) 0

; 0

, ,

Kerf p E g p

p p P f p p P

p p P P

p p IR

     

   

   

  

     

   

  

  

  تمرين
  و لتكن المصفوفة IRحيث سلامياته من  Eي معرف على الفضاء الشعاع f  ليكن لدينا تطبيق خطي باطني

0
,

0
A IR





 

  
 

  

في الأساس القانوني  f مرفقة للتطبيق الخطي 1 2,e e   

  في الأساس الجديد f جد المصفوفة المرفقة للتطبيق الخطي  )1

1 2 1 2,
2 2

e e e e  
 
 

  

  .Eعي اس كيفي للفضاء الشعافي أي أس fجد المصفوفة المرفقة للتطبيق الخطي   )2
  حل

1 مصفوفة العبور من الأساس القانوني إلى الأساس  )1 2 1 2,
2 2

e e e e  
 
 

  

  تساوي
1 1

2 2
1 1

2 2

p

 
 

  
  
 

  

  تساوي و منه فالمصفوفة المرفقة للتطبيق الخطي في الأساس الجديد
1

1

1 1 1 1
0 02 2 2 2

1 1 0 1 1 0

2 2 2 2

A p Ap
 

 





   
               
          
   

  

 الأســـــاس الجديـــــد الكيفـــــي, لـــــدينامصـــــفوفة العبـــــور إلـــــى  p , و لـــــتكنE لـــــيكن لـــــدينا أســـــاس كيفـــــي للفضـــــاء  )2

1 1 1 1A p Ap p Ip p Ip p p I A              

  .مستقرة بالنسبة لتغير الأساس A أي أن المصفوفة

  تمرين

  المعرف على الفضاء الشعاعي المزود بالأساس القانوني كمايلي  fليكن التطبيق الخطي الباطني

   

2 2
:

, 2 4 , 2

f IR IR

x y x y x y 



  

  تطبيق متباين, غامر ؟د بعديهما, هل هذا الجد صورة ونواة التطبيق. حد

  حل
  لدينا

  Im 2,1 ,Kerf gf t t IR   و منه  dim dim Im 1Kerf gf   

 مادام  0,0Kerf  فان التابع غير متباين  
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2Im و مادام gf IR  فان التابع غير غامر  

  تمرين
  ليكن 

 

3 3:

, , ( 2 , , 2 )

f IR IR

x y z x y z y z x y z



       

  همابيق الخطي و حدد بعديجد نواة و صورة هذا التط
  حل

  تحديد نواة التطبيق الخطي

  
  

    

    

, , / ( , , ) (0,0,0)

, , /( 2 , , 2 ) (0,0,0)

2 0

, , / 0 , , /( 3 , , )

2 0

3 , , (3, 1,1), .

Kerf x y z f x y z

x y z x y z y z x y z

x y z

x y z y z x y z x z y z z IR

x y z

z z z z IR z z IR

 

      

   
           
     

     

 

dim  و منه 1Kerf   
  تحديد الصورة

 

 

 

 

Im ( , , ) / , ,

( 2 , , 2 ) / , ,

(1,0,1) (2,1,1) ( 1,1, 2) / , ,

/ , ,

gf f x y z x y z IR

x y z y z x y z x y z IR

x y z x y z IR

xu yv zw x y z IR

 

      

     

   

 

3لدينا  -u v w و منه  dim Im  2g f  لأن w  وv   مستقلان  
  تمرين

3س القانوني لكل من جد بالنسبة للأسا 2 ,IR IR  المصفوفة المرفقة للتطبيق الخطي  
,1)الذي يرفق للأشعة  -1) ,  (2, -3)x y   

)الأشعة  ) (-1, -2,5) ,  ( ) (0,5, 4).h x h y .  
  تمرين

  ليكن لدينا التطبيق
3 3:

( , , ) (2 ,2 ,2 )

f IR IR

x y z x y z x y z x y z


      

  

  .برهن أن التابع خطي  )1
  .بعدهجد أساس للنواة ثم استنتج   )2
  .ثم استنتج بعدها f رةجد أساس لصو  )3
  .تحقق من نظرية الأبعاد  )4

  تمرين
    معرق كما يلي 3IRتطبيق باطني من  fليكن 

( ,  ,  ) (  ,   ,   )f x y z y z x z y x     
  .جد نواته
  تمرين 

3IRكثير حدود من  pليكن  [x] نضع ,( ) (1 )f p p x p     
  تطبيق باطني .  fبرهن أن 
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  .و أساس للنواة f جد أساس لصورة
3Imبرهن أن  [ ]Kerf f IR x   

  تمرين 
  ليكن لدينا

2 2 2 2: , :

( , ) (2 4 , 2 ) ( , ) (3 4 , )

f IR IR g IR IR

x y x y x y x y x y x y

 
    

  

  و صورتها و كذا بعديهما  fجد نواة  )1
  غامر, متباين؟  fهل  )2
  .gاة و صورة , استنتج بعد نوg-1د غامر. ج g برهن أن  )3

  تمرين
2بالنسبة للأساسين القانونيين في fللتماثل  Mأوجد المصفوفة  3IR et IR  

   

2 3:

, 3 , 2 4 ,5 6

f IR IR

x y x y x y x y



  
  

  تمرين
2أوجد بالنسبة للأساسين القانونين في  3IR et IR التطبيق الخطي الذي يحقق  

       1, 1 1, 2,5 2, 3 0,5, 4f et f       

  تمرين
  نعتبر المصفوفة

2 1 0

2 2 1

0 2 2

A

 
   
 
 

  

بالنسبة للأساس القانوني   3IRالمرفقة للتطبيق الباطني في  1 2 3, ,B e e e  

  .أوجد نواة و صورة هذا التطبيق مع تحديد أساسا لكل منهما  )1
ليكن  1 2 1 2 32 2 ,2 2 ,2B e e e e e    ء الشعاعياسا جديدا لنفس الفضاأس  

  جد مصفوفة المرور من الأساس القانوني إلي الأساس الجديد.  )2
  .أستنتج مصفوفة التطبيق الخطي بالنسبة إلي الأساس الجديد  )3

  تمرين
3 نعتبر الأشعة 2 1(2,1,1), ( 1,3,0), (1, 2,1)v v v     3في الفضاء لشعاعيIR.  

برهن أن العائلة   )1 3 2 1, ,v v v 3أساسا للفضاء  تشكلIR.  

  نعتبر التطبيق المعرف كما يلي
3 4:

( , , ) ( , , , )

f IR IR

x y z x y x y z x y z x


    

  

  .خطي fبرهن أن   )2.1
  .تشاكل؟ علل fهل   )2.2
  ., بعدها, ثم أساس من أسسهاfجد نواة   )2.3
  .ثم أساس من أسسها Imfجد أساس الصورة   )2.4
4بحيث  4IRمن  E جد فضاء شعاعي  )2.5 ImIR f E .  

  تمرين
ليكن لدينا  3/ [ ]E p p IR x   علما أنE  فضاء شعاعيا علىIR .  

برهن أن العائلية    )1 2 2 3
1 2 3 4( ) 2 1, ( ) , ( ) ( 2) , ( ) ( 2)B p x x p x x p x x p x x         

  Eتشكل أساسا لـ 
  .B*جد أساسه الثنوي   )2

 جد الأساس الثنوي للأساس التالي  )3 2 31, , ,x x x  

  رينتم
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لتكن  , ,E M aI bA a b IR    مع العلم أن   

1 0 1 1
,

0 1 1 1
I A

   
        

  

  .E ن منامتى تتساوى مصفوفت  )1
  2فضاء شعاعي جزئي من الفضاء الشعاعي للمصفوفات المربعة من الصنف  Eأثبت أن   )2
  ؟تشاكلا f , متى يكونMالمرفق للمصفوفة  f نعتبر التطبيق الخطي  )3
  , جد نواتهAالمعرف بالمصفوفة التطبيق   gليكن   )4

  ليكن الأساس الجديد المعرف كما يلي

   1 2 1 2

2 2
,

2 2
u e e v e e      

  .في الأساس الجديد g جد المصفوفة المرفقة للتطبيق  )5
3IRمن  af نعتبر التطبيق الباطني   حيث المصفوفة المرفقة له في الأساس القانوني  

  تمرين
  ةنعتبر المصفوف

1 0 1

1 1 0

0 1 1

1 1 1

A

 
 
 
 
  
 

  

1ليكن الأساس القانوني   2 3( ,  ,  )e e e e   3لـIR   1و الأساس القانوني 2 3 4( ,  ,  ,  )F f f f f  4لـIR .  

1و ليكن لدينا   2 3 4( ,  ,  ,  ) g g g g g  1حيث 1 2 4 2 2 3 4

3 1 3 4 4 1 2 3

  ,    

   ,    

g f f f g f f f

g f f f g f f f

     

     
  

)حيث   u ن التطبيق  ليك ,  ,  )A u e f.  
 متباين.  uبرهن أن التطبيق  )1

4، برهن أن u جد صورة  2)  g لا ينتمي إلى صورة u.  

أساسا لـ  gأن  ) 2(و   )1(من  برهن )3
4IR جد ،( ,  ,  )B u e g  

  تمرين
و لــيكن    IRعلــى الحقــل    4فضاءا شعاعيا بعده يســاوي    Eليكن   1 2 3 4, , ,ie e e e e    أساســا لـــE    لــيكن  وF   فضــاءا شــعاعيا بعــده

و ليكن  IRعلى الحقل  3يساوي  1 2 3, ,jf f f f  أساسا لـF.  

u:نعتبر التطبيق الخطي  E F :المعرف بالعلاقة التالية  

1 1 2 2 2 3 3 2 4 1 3( ) ; ( ) , ( ) 2 ; ( ) 3u e f f u e f f u e f u e f f       .  

  .uوفة المرفقة للتطبيق الخطي جد المصف )1
1جد صورة الشعاع  )2 2 3 42x e e e e   . 

 جد نواة التطبيق الخطي. )3
  جد صورة التطبيق الخطي. )4

  تمرين
  نعتبر المصفوفة

1 1

1 1 ,

1 1
m

m

A m m IR

m

 
   
 
 

  

  .m ما هي رتبة المصفوفة،ناقش حسب قيمة الوسيط  )1
  ة وجوده.قلوب المصفوفة في حالجد م  )2
  عندما لا تكون المصفوفة قابلة للقلب، جد نواة و صورة التطبيق الباطني المرفق للمصفوفة.  )3
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  المحددات  تمارين 19
  تمرين

  برهن بدون نشر أن المحدد معدوم
1

1 0

1

a b c

b a c

c a b


 


  

  حل
  لدينا

 
1 1 1 1

1 1 1 1 0

1 1 1 1

a b c a a b c a

b a c b b a c a b c b

c a b c c a b c

  
       
  

  

  تمرين
  احسب المحدد التالي

x10...0
0......
.......
.......
0..0x10
0..00x1
n1n..321








  

  حل

 

1

2

1 1
det

1 1

nn x

x x

 
 

 
  

  تمرين

  .17. أثبت باستعمال خواص المحددات دون حساب بأن المحدد التالي يقبل القسمة على 17تقبل القسمة على  255,527,204إن الأعداد 

2 0 4

5 2 7

2 5 5

  

  حل
  لدينا

2 0 4 2 0 2 100 0 10 4 2 0 204 2 0 12

5 2 7 5 2 5 100 2 10 7 5 2 527 17 5 2 31

2 5 5 2 5 2 100 5 10 5 2 5 255 2 5 15

   
      

   
  

  تمرين
  أحسب المحددات التالية

1 0 2 1 0 6 0 1 1 2

3 4 5 , 0 4 5 , 1 0 2 3

5 6 7 2 6 1 1 2 0 0

i i

i i

i

      
           
          

  

  حل

1 0 2

det 3 4 5 6

5 6 7

 
    
 
 

, 

1 0 6

det 0 4 5 74

2 6 1

 
    
 
 
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0 1 1 2

det 1 0 2 3 3 11

1 2 0 0

i i

i i i

i

  
     
  

  

  تمرين
  أحسب محدد المصفوفة التالية

3 2 5 4

5 2 8 5

2 4 7 3

2 3 5 8

N

  
   
  
    

  

  حل
det 54N   

  تمرين
  أحسب المحدد من الرتبة النونية التالي

1 . . 2 1

1 . . 2 1 .0

. . . .1 0 .0

. . . . . .

. . . . . .

1 . . . 0 0

n

n n

n




   

  تمرين
  جداء عوامل أنشر إلى 

1 cos cos 2 1 cos cos

1 cos cos 2 , cos 1 cos

1 cos cos 2 cos cos 1

a a c b

b b c c a

c c b a

   
   
   
   
   

 

  تمرين
  أحسب محدد المصفوفات التالية

0 1 1 2 1 0 6 1 0 2

1 0 2 3 , 0 4 5 , 3 4 5

1 2 2 0 2 6 1 5 6 7

i i

C i i B A

i

      
              
           

  

  تمرين
  برهن أن المحدد

2 3

2 2 2

1

1 1 1 1

1

1

x x x

a b c

a b c

  

,2 حيث    3,  4  a b c     3قابل للقسمة على(x-1)  
  تمرين

   (a, b, c)مشكل من العناصر  3ف من الصن A ر المصفوفةنفرض أن قط
  .abcمصفوفة قطرية أو مثلثية فان محددها يساوي  A برهن باستعمال التعريف العام للمحددات بأنه في حالة كون 
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  تبسيط المصفوفات تمارين 20
  تمرين

  لتكن لدينا
0 1 1

1 0 1

1 1 0

A

 
   
 
 

  

2 برهن أن  )1 2A A I .  
  .1Aلقلب ثم جد استنتج أنها قابلة ل  )2
  .ادرس قابلية المصفوفة للتقطير  )3

  حل
2 ن أنابره  )1 2A A I .  

2

0 1 1 0 1 1 2 1 1

1 0 1 1 0 1 1 2 1

1 1 0 1 1 0 1 1 2

0 1 1 1 0 0

1 0 1 2 0 1 0

1 1 0 0 0 1

A

    
         
    
    
   
       
   
   

  

  .1Aج أنها قابلة للقلب ثم جد ااستنت  )2
  إن المصفوفة قابلة للقلب لأن:

2

/

1 1
2 ( ) ( )

2 2

B AB BA I

A A I A A I I A I A I

  

       
  

 1

1 1 1
1 1

1 1 1
2 2

1 1 1

A A I

 
     
  

  

  قابلية التقطير )1

لدينا      2
1 2p       

  شعاعين ذا تين. 1-و منه فلكي تكون المصفوفة قابلة للتقطير يجب أن تولد القيمة الذاتية 

1 1

1 1 , 0

0 1


      
           
    
    

  

  إذن المصفوفة قابلة للتقطير.
  تمرين

اعي الجزئــي نعتبر في الفضــاء الشــع 2E IR x  نعتبــر التطبيــق  2لكثيــرات الحــدود الحقيقيــة ذات الدرجــة الأصــغر أو مســاوية لـــf 

  المعرف كما يلي:

 

:

( ) 1

f E E

d
p f p x p p

dx



    
  

  تطبيق خطي. fبرهن أن   )1

في الأساس  fلتطبيق الخطي ل Mجد المصفوفة   )2 21, ,x x.  
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  .fجد القيم الذاتية لـ   )3

  .fجد الأشعة الذاتية لـ   )4

  حل

  هو تطبيق خطي لأنه يحقق  )1

    

   

, , : ( ) ( ) ( )

( ) 1

1 1

IR p q E f p q f p f q

d
f p q x p q p q

dx
d d

x p p x q q
dx dx

  

  



      

       

              

  

  بيق الخطيمصفوفة التط  )2

  بتطبيق التعريف نحصل على

4 0 0

2 3 0

0 1 2

M

 
   
 
 

  

  القيم الذاتية  )3
لدينا     1 2 3( ) 4 3 2 4, 3, 2Mp              .  

  الأشعة الذاتية  )4

1 1

1 1
4 ,1,

2 2
V      

 
  

 2 13 0,1,1V     

 3 32 0,1,1V     

  تمرين
  ت التاليةنعتبر المصفوفا

0 1 0 0 0 1 1 0 0

0 0 1 , 1 0 0 , 0 0 1

1 0 0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0

0 1 0 , 1 0 0

1 0 0 0 0 1

P Q R

S T

     
            
     
     
   
       
   
   

  

M) أحسب المصفوفة 1 P Q R S T     .  

  .2M) أحسب 2

  .M قابلة للقلب و أحسب مقلوب M ) بدون حساب المحدد استنتج أن3

  .M )جد القيم الذاتية للمصفوفة4

  قابلة للتقطير؟  M) هل 5

  .متشابهة مع مصفوفة قطرية يطلب حسابها  Mتحقق من أن ) 6

  حل
  Mحساب المصفوفة   )1



 

97 

1 0 2

2 1 2

0 0 1

M P Q R S T

 
         
 
 

  

  .2M حساب المصفوفة  )2
  لدينا

2

2

1 0 2 1 0 0

2 1 2 0 1 0

0 0 1 0 0 1

M

   
        
   
   

  

  .حسب العلاقة  )3
2

2

1 0 2 1 0 0

2 1 2 0 1 0

0 0 1 0 0 1

M

   
        
   
   

  

  .M=M-1ا قابلية القلب و لدين  قابلة للقلب لأنها تحقق تعريف Mفإن المصفوفة 
  حساب القيم الذاتية  )4

 لدينا   2
( ) det( ) 1 1p M I         

  و منه فالقيم الذاتية هي

1

2

1

2

1........ 1

1....... 2





 

 

  
  

  

  قابلة للتقطير إذا و فقط إذا كانت القيم الذاتية تولد عدد من الأشعة الذاتية مساوي لمرتبة تضاعفها  Mتكون    )5
  اعلدينا الشع 1من أجل 

1

1

1

0

u x

 
   
 
 

  

  لدينا الشعاعين  2من أجل 

2 3

1 0

0 1

1 0

x y xu yu

   
        
   
   

  

  .و منه فالمصفوفة قابلة للتقطير
  .و لدينا Mمتشابهة مع المصفوفة القطرية المشكلة من القيم الذاتية للمصفوفة  Mنعم    )6

1
1 0 0 1 1 0 1 0 2 1 1 0

0 1 0 1 0 1 2 1 2 1 0 1

0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0

       
               
      
      

  

  مرينت
  ليكن

2/ ( ) :
a b

E A A M IR A
b c

  
    

  
  

2حيث   ( )M IR  ذات المعاملات الحقيقية 2هي مجموعة المصفوفات المربعة من الصنف.  

2يشكل فضاء شعاعي جزئي من  Eبرهن أن   )1 ( )M IR.  

  جد أساس له.  )2
  .أعط بعده  )3

  يلي نعتبر التطبيق المعرف كما
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     
:f E E

a b a b a c b
f

b c b c b a b c




 

 

  

  .يق باطنيبرهن أنه يشكل تطب  )4

  حسب الأساس المحسوب في السؤال الثاني. fجد المصفوفة الممثلة للتطبيق   )5

  .f جد نواة  )6

  .أحسب بعدها  )7

  لتكن المصفوفة  )8

0

a b
B

a

 
   

  

  ؟تحت أي شرط تكون قابلة للتقطير
  حل

1(  E   لأن
1 0

0 1

 
 
 

  Eينتمي الى  

  و لدينا كذلك

, , ,
a b a b

A A E IR
b c b c

a b a b
E

b c b c

 

 

                
    

         

  

a b a b a a b b
E

b c b c b b c c

   
 

   
         

                
  

  بالفعل لدينا

2فضاء شعاعي جزئي من  Eو منه فان  ( )M IR.  

  أساس   )2

2

1 0 0 1 0 0
/ ( ) :

0 0 1 0 0 1

a b
E A A M IR A a b c

b c

        
             

        
  

2/ ( ) :
a b

E A A M IR A aP bQ cR
b c

  
       

  
  

 , ,B P Q R   

  ي حرةو ه Eها تولد تعريفا  لأن

  البعد  )3

dim 3E  و هي تساوي أصلي الأساس.  

  خطي fيكفي أن نثبت أن التطبيق   )4

, ; ,
a b a b

A A E IR
b c b c

 
                  

 ( )

( ) ( )

a a c c b b

b b a a b b c c
f A A

f A f A

     
       

 

 

       
           

  

  
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  .و هو المطلوب
مصفوفة التطبيق الخطي حسب الأساس  Bلتكن   )5 , ,P Q R   

  لدينا
( ) 1. 0. 1.  

( ) 0. 1. 1.  

 ( ) 1. 0. 1.

f P P Q R

f Q P Q R

f R P Q R

  
  
  

  

  و منه

1 0 1

0 1 0

1 1 1

B 
 
 
   

6(  

     
     

0 0 0 0
/ ( ) /

0 0 0 0

0 1 0
, ,

0 0 1

a c b
Kerf A E f A A E

b a b c

a
a IR a a IR

a

 
        

 
     

7(  

1 0
,

0 1
Kerf a a IR

  
   

  
1D  و منه im K erf .  

 المعادلة المميزة  )8 2
( ) 0Bp a     

  نلاحظ أن الجذر مضاعف
  حققو الذي ي aالشعاع المرفق للقيمة الذاتية المضاعفة  x1X=(x,2(ليكن 

 
 

1 2

2

0

0

a x bx

a x




    
   

  

aمن أجل     02=نحصل علىbx  و منه على حالتين  
8.1( b=0 

  و منه

    1 0 1 01, 0 0,1 / ,E x x x x IR
a      

  الذاتي مساو لمرتبة تضاعف الجذرو منه فالمصفوفة قابلة للتقطير لأن بعد الفضاء الشعاعي 
8.2(  0b   

 و عليه 02x=و منه    1 11, 0 ,aE x x IR     

  .صفوفة غير قابلة للتقطير لأن بعد الفضاء الشعاعي الذاتي لا يساوي لمرتبة تضاعف الجذرو منه فالم
  تمرين

  نعتبر المصفوفة 

2 1 1

1 2 1

1

M

a a


 



 
 
   

  التي من أجلها تكون المصفوفة قابلة للتقطير ؟  aما هي قيم 
  .جد أساس الأشعة الذاتية  )1
  .P أستنتج مصفوفة العبور  )2
Mرية أعط المصفوفة القط  )3 .  
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  حل

  نبحث أولا عن القيم الذاتية, نعتبر المعادلة المميزة  )1

  23 2( ) 5 7 3 3 1p               

  لكي تكون قابلة للتقطير يلزم و يكفي أن تكون أبعاد الفضاءات الشعاعية الجزئية الذاتية مساوية لمرتبة تضاعف كل جذر

  
1 3 1,1,0 ,E x x IR     

  منه و
1 3dim 1E    

 
   2 1

1,1, 2 / 0

1,0,1 0,1,1 / , 0

x x IR si a
E

x y x y IR si a 

         
  

  و منه

2 1

1 0
dim

2 0

si a
E

si a 


  

  

  .معدوم aو عليه تكون المصفوفة قابلة للتقطير في حالة كون 

      1,1,0 , 1,0,1 , 0,1,1B   

2(  
1 1 0

1 0 1

0 1 1

P

 
   
 
 

  

3(  
3 0 0

0 1 0

0 0 1

D

 
   
 
 

  

  تمرين
  نعتبر المصفوفة التالية

3 1
0

4 4
1 2 1

4 3 4
1 1

0
3 2

S

 
 
 
   
 
  
 

  

)ز كل كثير الحدود المميش )1 )p .  

أحسب  )2
1

2
p
 
 
 

.  

  .1و مجموعها يساوي   1و  0أثبت أنه من أجل أكبر قيمة ذاتية يوجد شعاع ذاتي بحيث كل مركباته محدودة بين   )3
  .Bمع مصفوفة قطرية   أثبت حسابيا تشابه المصفوفة  )4

  حل
 لدينا )1

3 223 9 5
( ) det( )

12 8 24
p S I            

2( 
1

( ) 0
2

p  

  و منه
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1 5
( ) ( 1)( )( )

2 12
p         

 و عليه فإن القيم و الأشعة الذاتية الموافقة هي

1 1

2 2

3 3

1........................ (2,3,2)

1
...................... (1,0, 1)

2
5

................... (3,1, 4)
12

v

v

v








  

   

   

  

 بحيث vنبحث عن شعاع  ,1v, الأشعة الذاتية المرفقة للقيمة الذاتية متناسبة مع 1أكبر قيمة ذاتية هي   )3

1 / 0 0 , , 1v v x y z et x y z       

  لدينا

1 1(2,3,2); (2 ,3 , 2 ) 2 3 2 1

1

7

v v V et      



     

 
  

  يحقق الغرض  v = (2/7,3/7,2/7)و منه فإن الشعاع 
4(  

1

1 1 1
1 0 0

2 1 3 7 7 7
1

0 0 ; 3 0 1 ; 2 2 1
2

2 1 4 3 4 35
0 0 7 7 712

B p p

                                    

  

1Bمع  p Sp و هو ما يثبت أن المصفوفة S متشابهة مع مصفوفة قطرية B.  
  تمرين

  لتكن لدينا المصفوفة
2 1 1

1 2 1

1

A

a a

 
   
  

  

  التي تجعل المصفوفة قابلة للتقطير؟ a ما هي قيم  )1

  .جد الأساس الذاتي  )2

  .من الأساس القانوني إلى الأساس الذاتي P جد مصفوفة العبور  )3

  .P  أحسب مقلوب  )4

  .يينهامصفوفة قطرية يطلب تعمتشابهة مع  Aأعط تعريف المصفوفات المتشابهة, ثم أثبت أن المصفوفة  )5

  حل
  التي تجعل المصفوفة قابلة للتقطير aالبحث عن قيم   )1

  لدينا
2( ) det( ) (1 ) ( 3)p A I         

  و منه

1

2

1

2

3............ 1

1............ 2





 

 

 
  

  

  ليهقابلة للتقطير يلزم و يكفي أن تولد القيمة الذاتية المضاعفة عددا من الأشعة الذاتية مساو لمرتبة تضاعفها و ع Aحتى تكون  
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0 0

( ) 0 0

0 0

x x y z

A I y x y z

z ax ay

      
           
         

  

  نميز حالتين

1.1(  0x y a    

  و منه

(x, y, z)=(x, x, 2x)=x(1, 1, 2)  

  و عليه فلا يوجد تقطير لأن عدد الأشعة أصغر تماما من مرتبة تضاعف الجذر 

1.2(  0x z y a     

  y (-1, 1, 0) + z (1, 0, 1) = (z-y, y, z ) = (x, y, z )  و منه

  .a= 0ثبت أن المصفوفة قابلة للتقطير في حالة و هو ما ي

  تحديد الأساس الذاتي  )2

31لهذا نبحث عن الشعاع الذاتي المرفق للقيمة الذاتية    

  لدينا

 
0

3 0 ( , , ) (1,1,0)

0

x

A I y x y z x

z

   
         
   
   

  

 و منه فالأساس الذاتي يساوي  (1,1,0), ( 1,1,0), (1,0,1)  

  ورمصفوفة العب  )3
1 1 1

1 1 0

0 0 1

p

 
   
 
 

  

  مقلوب مصفوفة العبور  )4

1

1 1 1
1

1 1 1
2

0 0 2

p

 
   
 
 

  

مربعــة مــن نفــس صــنف  pأنهمــا متشــابهتان إذا وجــدت مصــفوفة  Bو  A نقــول عــن مصــفوفتين مــربعتين مــن نفــس الصــنف  )5

1Bالمصفوفتين و بحيث   p Ap  

  لدينا

3 0 0 1 1 1 2 1 1 1 1 1
1

0 1 0 1 1 1 1 2 1 1 1 0
2

0 0 1 0 0 2 0 0 1 0 0 1

       
            
     
     

  

  تمرين

  دينا المصفوفة ليكن ل

*

0

,

0

a b

C b a b a IR b IR

b a

 
    
 
 
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  .Cعين القيم و الأشعة الذاتية للمصفوفة   )1

  .3Cاحسب و.2Cاحسب   )2

  على الشكل nCأي  Cاثبت انه يمكن وضع القوة النونية للمصفوفة   )3

n n n
n

n n n n

n n n

u v w

C v u w v

w v u

 
   
 
 

  

  و شكلها القطري)  Cقة الموجودة بين المصفوفةد يمكن استعمال العلا(إرشا
  حل

 هي C ـالمعادلة المميزة ل  )1   2 22 0a a b        

1القيمة الذاتية  a  يوافقها الشعاع الذاتي  

1

1 1
,0,

2 2
v

   
 

  

2القيمة الذاتية  2a b   الذاتي يوافقها الشعاع  

2

1 2 1
, ,

2 2 2
v

 
   
 

  

2القيمة الذاتية  2a b   يوافقها الشعاع الذاتي  

3

1 2 1
, ,

2 2 2
v

 
   
 

  

2(  3 2,C C تتوضع على الشكل  

n n n
n

n n n n

n n n

u v w

C v u w v

w v u

 
   
 
 

  

3 2 2 2 23 , 3 2 , 33 3 3u a ab v a b b w ab    2 2 2, 2 ,2 2 2u a b v a b w b     

1D للتقطير و لدينا منه فالمصفوفة قابلة القيم الذاتية مختلفة و  )3 P CP  

  حيث

0 0

0 2 0

0 0 2

a

D a b

a b

 



 
 
   و

1 1 1

2 22

2 2
0

2 2
1 1 1

2 22

P  

 
 
 
  
 

  

1 لكن 1n n n nC PD P D P C P     

  مع

 
 

0 0

0 2 0

0 0 2

na

n n
D a b

n
a b

 



 
 
 
 
 
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  تمرين

  و لتكن IRمزود بالحقل  3IRتطبيقا باطنيا على  fليكن 
1 1 1

1 1 1

1 1 1

A

 
   
  

  

  ته في الأساس القانوني  مصفوف

  جد القيم الذاتية للتطبيق.  )1

  جد بعد الفضاءات الشعاعية الجزئية الذاتية.  )2

  .استنتج أساس مكون من الأشعة الذاتية للتطبيق و حدد مصفوفة التطبيق وفق هذا الأساس  )3

  تمرين
  لتكن لدينا

4 4 2 5 5 3
, ,

1 4 4 3 8 6
A B C

     
             

  

  ة لكل مصفوفة.اتية و الأشعة الذاتيجد القيم الذ  )1

  .جد مصفوفة انتقال تجعل المصفوفات تأخذ شكل قطري  )2

  تمرين
  .بالمصفوفة  4IRالمعرف على  fليكن التطبيق الداخلي 

1

0 1

0 0 1

0 0 0 1

a b c

d e
A

f

 
 
 
 
   

  

  .قابلا للتقطير  fحتى يكون   f,e,d,c,b,aعين قيم   )1
  تمرين

  لتكن لدينا
1 2 3 1 2 3 1 1 2 7 12 2

2 2 6 , 2 1 4 , 3 3 6 , 3 4 0

2 2 6 3 1 2 2 2 4 2 0 2

A B C D

           
                      
                 

  .لقيم و الأشعة الذاتية لكل منهاجد ا  )1

  .ادرس قابلية التقطير  )2

  تمرين

  المصفوفة لتكن

3 0 0

4 1 2 ,

0 3

A a IR

a

 
   
 
 

  

  .جد القيم و الأشعة الذاتية  )1

  .ادرس قابلية التقطير حسب قيمة الوسيط  )2

  .أعط المصفوفة القطرية  )3

  تمرين

  لتكن لدينا
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1 3 0 3 3 1 1 7

2 6 0 13 9 3 7 1
,

0 3 1 3 0 0 4 8

1 4 0 8 0 0 2 4

A B

     
           
    
           

  

  .الذاتية لكل منها جد القيم و الأشعة  )1

  .ادرس قابلية التقطير  )2

  تمرين 

  قطر المصفوفة

3 4 0 2

4 5 2 4

0 0 3 2

1 0 2 1

A

 
   
 
   

  

  تمرين

  لتكن المصفوفات التالية 

1 2 3 1 1 2
2 5 5 3

; ; 2 1 4 ; 3 3 6
4 3 8 6

3 1 1 2 2 4

A B C D

   
                               

  

  .جد القيم و الأشعة الذاتية  )1

  .جد مصفوفة العبور من الأساس القانوني إلى الأساس الذاتي  )2

  تمرين

  ر المصفوفةنعتب

2 ; ,

a b a b

M b b b a b IR

a b b a

 
    
   

  

  أحسب محددها, هل هي قابلة للقلب؟  )1

  .جد القيم و الأشعة الذاتية للمصفوفة.استنتج أساس تكتب فيه المصفوفة على شكل قطري  )2

  .جد مصفوفة العبور من الأساس القانوني نحو الأساس الذاتي و أحسب المصفوفة العكسية لمصفوفة العبور  )3

,جد   )4  3ث  بحي 2M M M  .  

3Mمتى يتحقق    )5 M.  

  تمرين
  حتى تكون المصفوفة bما هي قيم 

2 1 1

1 2 1

1

M

b b

 
   
  

  

  قابلة للتقطير؟



 

106 

  تمرين

  لتكن لدينا المصفوفة

1 0 0

4 1 1

0 3

A

b

 
    
  

  

  .Aأحسب كثير الحدود المميز للمصفوفة   )1

  قابلة للتقطير. برهن أن المصفوفة  )2

  د مقلوبها.ج  )3

  قابلة للتقطير؟ B=A2+Iهل المصفوفة   )4

  تمرين

  أكتب المصفوفة التالية على الشكل المثلثي

3 4 0 2

4 5 2 4

0 0 0 2

0 0 0 1

N

 
   
 
   

  

  تمرين
  .لتكن لدينا المصفوفة التالية المرفقة لتطبيق باطني

4 1 1

1 4 1

1 1 4

B

 
   
 
 

  

  للمصفوفة.جد القيم الذاتية   )1

  فوفة قابلة للتقطير؟ علل.هل المص  )2
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  الجمل الخطية  تمارين 21
  تمرين

  لتكن لدينا الجملة الخطية التالية

1

1
( )

1

1

y a z a t

x a z a t
S

a x a y t

a x a y z

  
    
   
   

  

  تحت أي شرط تقبل الجملة الخطية حلا وحيدا.  )1

  جد الحل في حالة قبول الجملة حلا وحيدا.  )2

  تحت أي شرط لا تقبل الجملة الخطية حلا.  )3

  حل

2detالخطية  لدينا محدد الجملة 1 4aA a   

2detإذا كان   )1 1 4 0aA a   فإن الجملة لكرامر و هي تقبل حلا وحيدا  

  الحل الوحيد هو:  )2

   2 2
2

1
, , , 2 4 1, 2 4 1, 1, 1

4 1
x y z t a a a a

a
      


  

2detالجملة لا تقبل حلا إذا  )2 1 4 0aA a   

 و

0 1 1

1 0 1
0

0 1

1 1

a

a

a a

a a


  

  مثلا. 

  تمرين

  ناقش حلول الجملة التالية mقيم الوسيط   حسب

 

   

2 2 1

2 2 2

2 2 2 1 4

m x y z

x my z

mx m y m z

    
    
     

  

  حل

det ( 1)( 2)A m m m    

  نميز حالتين

det ( 1)( 2) 0A m m m     

  تكون جملة لكرا مر و منه الحل وحيد
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2

2

9 20

det
( 5)( 1)

2
det

3 8 10
2

det

m m
x

A
m m

y
A

m m
z

A

  



   


  




  

det ( 1)( 2) 0A m m m     

m=0 فتصبح الجملة  

2 2 1

2 2 2

2 4

x y z

x z

y z

   
   
  

  

  و لدينا محدد مساعد واحد  4–وللسطرين الأولين و التي محددها يساوي  x yة الرئيسية في د معدوم فنعتبر الجملالمحد

2 2 1

2 0 2 20

0 2 4


    

  .روشي فان الجملة مستحيلة  -و منه حسب نظرية فونتيني

1m  تصبح الجملة  

2 1

2 2 2

2 4 2 4

x y z

x y z

x y z

   
    
   

  

  رين الأولين ووللسط x;yلرئيسية في المحدد معدوم فنعتبر الجملة ا

  و لدينا محدد مساعد واحد 5–التي محددها يساوي 

1 2 1

2 1 2 30

2 4 4


    

  روشي فان الجملة مستحيلة.  -و منه حسب نظرية فونتيني

2m  تصبح الجملة  

2 1

2 2 2 2

4 6 3 4

y z

x y z

x y z

 
    
   

  

  و لدينا محدد مساعد واحد  4–ها يساوي الأولين و التي محدد وللسطرين x ;yالمحدد معدوم فنعتبر الجملة الرئيسية في 

0 2 1

2 2 2 28

4 6 4

    

  .روشي فان الجملة مستحيلة  -و منه حسب نظرية فونتيني
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  تمرين

  ناقش حلول الجملة حسب قيم الوسيط

1

1

1

ax y z

x ay z

x y az

  
   
   

  

  حل

  محدد الجملة الأساسي يساوي

3 2

1 1

det 1 1 3 2 ( 1) ( 2)

1 1

a

A a a a a a

a

 
        
 
 

  

  لدينا حالتان

  detA=0الة الأولى الح

  .لدينا مالا نهاية من الحلول لأن المحددات الجزئية الثلاث معدومة a=1من أجل 

الجملة مستحيلة الحل لأن لدينا على الأقل محدد جزئي غير معدوم    a=2من أجل  

1 1 1

1 2 1 0

1 1 2

 
   
 
 

  

detالة الثانية الح 0A   

  هي جملة لكرامر و منه فالحل وحيد و يساوي

1
1 1 1 1 1 1 1

1
1 1 1 1 1 1 1

2
1 1 1 1 1 1 1

a x x a

a y y a
a

a z z a


            
                                       
            

  

  تمرين

  حل الجمل

0

2 3 4 0

4 11 10 0

x y z

x y z

x y z

  
   
   

 ،

2 0

2 7 2 0

3 0

x y z

x y z

x y z

  
   
    

  

  حل

0

2 3 4 0

4 11 10 0

x y z

x y z

x y z

  
   
   

  =y=(2/5)z , (7/5)z-xحلها  

2 0

2 7 2 0

3 0

x y z

x y z

x y z

  
   
    

  y=0 , x=zحلها  

  تمرين
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  ة ناقش حل الجمل التالي

2 4

2 4

2 4

x ay a z a

x by b z b

x cy c z c

   
   
   

 ،2

3

1m x y z t

x m y z t m

x y m z t m

x y z m t m

   
    
    
    

  

  تمرين

  جد حلول الجمل التالية

3 2 0

2 3 0

3 5 4 0

1 7 4 0

x y z

x y z

x y z

x y z

  
   
   
   

 ،

2

2 2 2

1x ay a z

x ay abz a

bx a y a bz a b

   
   
   

  

  تمرين

  حل الجملة

2 0

2 0

7 5 5 5 0

3 2 0

x y z t w

x y z t w

x y z t w

x y z t w

    
     
     
     

  

  تمرين

  لتكن لدينا الجملة الخطية التالية

1

1
( )

1

1

y a z a t

x a z a t
S

a x a y t

a x a y z

  
    
   
   

  

  ة الخطية حلا وحيدا.حت أي شرط تقبل الجملت  )1

  جد الحل في حالة قبول الجملة حلا وحيدا.  )2

  تحت أي شرط لا تقبل الجملة الخطية حلا.  )3

  تمرين

  حل الجمل الخطية التالية

2 3 3

2 5

3 2 7

x y

x y

x y

 
  
  

 ,

2 3 5

3 2 2 5

5 3 16

x y z

x y z

x y z

  
   
   

, 

2 0

2 7 2 0

3 0

x y z

x y z

x y z

  
   
    

  

  

  

  تمرين 

  ناقش حلول الجملة
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cy bz l

az cx m

bx ay n

 
  
  

  

  التي من أجلها يكون للجملة تالية حلا a ما هي قيمة













atzyx

tzyx

tzyx
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